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1. ORRIA

Izan bedi AOM__(R) 4°>-A-1, =0, ekuazioa egiaztatzen duen matrizea, non [, eta

O, n ordenako identitate matrizea eta matrize nulua diren, hurrenez hurren.

[A] Frogatu A matrizea erregularra dela eta kalkulatu bere alderantzizkoa. (2 puntu)

Enuntziatuan emandako ekuazioan eragiketak eginez:
« A-4-1,=0,=(4-1,)4=1,
« A-4-1,=0,=4(4-1)=1,
Beraz, A matrizea erregularra da, definizioak esaten duen bezalaxe, A matrizeari

ezkerraldean edota eskuinaldean biderkatuz identitate matrizea ematen duen matrize
karratua existitzen baita.

Bestalde, A matrizearen alderantzizko matrizea propietate hori betetzen duen
matrizea da, kasu honetan:

[B] Aurreko emaitza erabiliz, ALX [H -1, =0, ekuazioa ebatzi. (2 puntu)

Emandako ekuazioan eragiketak eginez: AN M-I =0 = ALXK[H=1],

Berdintzako alde bietan A matrizearen alderantzizkoa eskuinaldean biderkatuz:
AN UM ' =1 ' = A =4"

A" matrizea ezkerraldean biderkatuz, berriz:
AU =47 > x=(47)

Eragiketak burutuz: X = (A"l)2 =(4-1,) =4 -24+1,

Bestalde 4” — A4 =1, egiaztatzen denez, ondorengoa dugu: X=2I-4

Beste erabatera: AX MU' =1 U = AKX =4"=A4-1,
ATHIX =4"'00A4-1)=1,-4"=1,-(4-1)=21,-4

[C] Izan bedi p(A) =’ —A—1 polinomioa. 4 matrizearen polinomio deuseztatzailea
al da? 4 matrizearen polinomio karakteristikoa izan daiteke? (puntu 1)

Bai, A matrizearen polinomio deuseztatzailea da, p( A) =A>-A-1,=0, betetzen

baita.
Matrize baten polinomio karakteristikoa matrizearen polinomio deuseztatzailea
denez, p(/1) =A*=A-1 A matrizearen polinomio karakteristikoa izan daiteke n=2

denean, hau da, 4eM,.»(R) betetzen denean.
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[D] det(A4) = dela jakinik, kalkulatu det(X). (puntu 1)

Determinanteen propietateak aplikatuz: ALX[H=1 = | ALK [H | = | I, | =1

Eragiketak eginez: |AD’(D4|=|A|[|]X|[]]A|:1:>|X|:L: !

Q)

Ondorioz: ||X|=2"=4"

Hurrengo galderen ebazpenerako Mathematica programako ondoko kodea ematen da:

nil= 5= {Bllx 1 =% -2, p2[x 1=% +x+1, p3[x 1 =3 +2x, p4[x ] - 2% -x -1}
In[z]= ml = Table[CoefficientList[=[[]]1], x], {1, 1, Length[=]1}]1:
= m2 = Roviteduce [ml]
1 3
OutlEE qqls 0w ——pr 98¢ 1, —pr {0, 0, 0}, {0, 0,0
wpr {4 2} { 2} ! bat 1
n[= m3 = Transpose [{m2[[111, m2[[2]1], {c. b, a}}]:

In[E:= Solwve[Det[m3] == 0, {c, b, al}]

Solve::svars ¢ Equations may not give solutions for all "solve” variables, ==

ol {{a—) %_%}}
Izan bedi hurrengo polinomioen sistema:
S :{ b (x) =x’ -2, P, (x) =x"+x+1, Ps (x) =3x" +2x, Ps (x) =2x’ —x—7} C Pa(x)

[E] Adierazi V=L (S ) azpiespazio bektorialaren bi oinarri desberdin, B; eta B,
(2 puntu)
Mathematica programako komandoa erabiliz hurrengo dugu:

e ml aldagaia matrize bat da, S sistemako polinomioen koefizienteak
errenkadaka dituen matrizea, hain zuzen.

e nP aldagaiak errenkadaka ml matrizearen baliokidea den matrize bat
adierazten du, non h(m2) =2= h(ml) betetzen den.

V-ren oinarriak hurrengo bektoreak osatzen dituztela ondoriozta daiteke:

e S-ko bi bektore aske aukeratuz: | B, ={x2 -2, x +x+ 1}

e NP matrizeko bi errenkada ez-nulu aukeratuz:
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Ariketa Mathematica programako komandoa erabili gabe ebatziz:

1 0 =2 1 0 =2 1 0 -2
oo 0 1 3 01 3| .
13 2 0 l——l0 2 6 |——l00 0]
E,-E, Ey-2E,
2 -1 =7)53a00 -1 =3 )55 (0 0 0

Ondorioz: A~ B= rg(A) = rg(B) =2.

V-ren oinarriak hurrengo bektoreak osatzen dituztela ondoriozta daiteke:

e S-ko bi bektore aske aukeratuz: | B, ={x2 -2, x +x+ 1}

* B matrizeko bi errenkada ez-nulu aukeratuz: B, ={ X' -2, x+ 3}

[F] Baldin p(x) [P,(x) betetzen bada, p(x) UV betetzeko baldintza adierazi.(puntu 1)
Izan bedi p (x) =ax’ +bx+cP,(x) polinomioa. p (x) UV betetzeko, p (x)

polinomioa V' azpiespazioaren oinarriko bektoreen konbinazio lineal gisa idaztea
posible izan behar da.

p(x)DV bektore orokorraren eta V-ko oinarri bat, B, oinarria adibidez, osatzen

duten polinomioen koefizienteak matrize baten zutabeka jarriz ondorengoa daukagu:

I 0 a 1 0 a 1 0 a
rgl 0 1 b|=2 = |0 1 b|=|0 1 b |=c+2a-3b=0
-2 3 ¢ -2 3 ¢ 0 3 c+2a
Beraz: V={ p(x)=ax2+bx+cDPz(x) /c=3b—2a}
Edota: V={p(x)=ax2+bx+3b—2aDPZ(x) /a,bDR}
a=a
Beste era batera: p(X):ax2+bx+c:a(x2—2)+,8(x+3):> b=
c=33-2a

4 :{ p(x) =ax’ +bx+cDPz(x) /c=3b—2a}

[G] Kalkulatu S-ko polinomioen koefizienteak errenkadaka dituen M matrizearen
heina. (puntu 1)

Mathematica programako komandoan matrize hau il matrizea da, beraz:

ml ~m2= rg(ml) = rg(mZ) =2

Halaber: A~B:>rg(A)=rg(B) =2
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2. ORRIA
Izan bedi honako azpimultzoa S = {p(x) € P5(x) / p(—1)=—-p(1) A p(0)=p'(0)}
[A] Egiaztatu S [P3(x)-ko azpiespazio bektoriala dela. (2 puntu)

S azpiespazio bektoriala dela egiaztatzeko frogatu beharreko baldintza ondokoa da:

Oo,BOR Op(x),qg(x)0S = h(x) =ap(x)+Bg(x)OS

p(x)0S
e W=D =ap(-D+Bg(-1)" = —ap()-Bq(l) = ~(ap(l) +Bq()) = ~h() =
— h(~1) = —h(1)
p(x)OS

(x)08

. h(0)=ap(0)+Bg(0) = ap'(0)+Bg(0)=h'(0) = h(0)=h'(0)

Beraz, h(x)=dp(x)+Bq(x)0S, hau da, S [P3(x)-ren azpiespazio bektoriala da.

[B] Lortu S-ren Bg oinarri bat eta bere dimentsioa adierazi. (2 puntu)
Op(x)=aX +bF* +c B +d OP(x)= p'(x)=3aF* +2b G +c

e p(-)=—-p()=>-a+b-c+d=—a-b-c—-d=2b+2d=0=b=-d
* pO)=p'0)=d=c
Hortaz, S azpiespazio bektorialeko edozein polinomiok hurrengo itxura du:
px)=aX+bF* +cG+d=aF -dZF° +dE+d=aX +d(-x" +x+1) =
S =[(<{)c3,—)c2 +x+l})

Bestalde, aurreko sistema sortzen duten bi polinomioak linealki independenteak
direnez:

0 1
0 1 3 _ 2 .

h 0 -1 =2=| By ={x,—x +x+1} eta dimS =2
1 0

[C] KalkulatuSNT , non T = { p(X) € P3(x) / p’(0) = 0} C P3(x) den, oinarri bat
lortuz eta bere dimentsioa adieraziz. (2 puntu)

Op(x)OSNT = p(x)OS Op(x)OT
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Aurreko ataletik S-ko polinomioen koefizienteek betetzen dituzten baldintzak

ezagutzen ditugu. Azter dezagun orain T-ko polinomioen koefizienteek bete behar
dituzten baldintzak zeintzuk diren:

e p(x)=aX+bE°+c+d; p'(x)=3ad* +2bG+c
e p(x)OT=p'(0)=0=>c=0

Ondorioz:
p(x) 08 = p(-1) =-p(1) Op(0) = p'(0) = b= ~d Od :c}

p(x)0T = p'(0)=0=c=0

px)=aX +bF* +cE+d=alX’
Hau da:
SNT ={p(x)OP,(x)/ b=~d Oc=d Oc =0} ={ p(x) OP,(x)/ b=c =d =0}

sNT =£({x})= B, ={x}

[D] Lortu S-ren azpiespazio bektorial ortogonala [P3(x)-ko ohiko biderkadura eskalarra
erabiliz, oinarri bat lortuz eta dimentsioa adieraziz. (3 puntu)

S-ren azpiespazio bektorial ortogonala ondokoa da:

7 ={p@) DR/ px) DB} ={ p() DR/ p(x) D’ Op(x) O (=" +x+1)}
p(N)OPX)= p(x)=aEX +bE* +cE+d
Biderkadura eskalarrak garatuz:
. p(x)Dx3:><p(x),x3>=O:><a-x3+b-x2+c-x+d,x3>:a=O
. p(x)D—x2+x+1:><p(x),—x2+x+l>=O:>
:><aDc3+ch2+ch+d,—x2+x+1>=—b+c+d=0

Ondorioz, ondokoa ondoriozta daiteke:
3 2 m] a:O
Op(x)=alX” +b&" +cX+d S :
d=b-c
Beraz,
p(x)=aX +bF* +cE+d =bE +cE+(b-c)=bx* +1)+clx-1)

Hau da: S* =[({x2+l,x—l})
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Hortaz gain, sistema sortzailea osatzen duten bi polinomioak linealki independenteak
direnez:

(1) =2=| B, =[x +1,x-1}
0

[E] Lortu Bs oinarria barnean duen [P5(x) espazio bektorialaren oinarri bat.  (puntu 1)

S azpiespazio bektoriala eta bere azpiespazio ortogonala ( S D) osagarriak dira, hau

da, SOS"” OP,(x). Beraz, [P,(x)-ko oinarri bat sortzeko bi azpiespazio bektorialen
oinarriak elkar daitezke:

Bﬂ(x) ={x3,—x2 +x+1,x° +1,x—1}

3. ORRIA

Izan bedi hurrengo ezezagunen koefizienteen matrize zabalduak zehazten duen ekuazio
linealetako sistema:

a a+l 1 a

20 2(a+l) a+l «a
AM =

2 a 1 a

2 0 1 a

eta Mathematica programako ondorengo kodea:

w-hl={(L, 0, -1, 0}, h2 = {1, 0, 1, 1}, h3 = {-1, -2, 2, 2}, = {nd, h2, h3}
wi- MG =Tabl e[f [[I 11.f [[i 11, (i, 3}, {i. 3}
b ({2, 0, -3}, {0, 3, 3}, {-3, 3, 13}}

mi- FO= Ort hogonal i ze [f ]

1 1 1 1 1 1 2 1 2
e F o (o & F b & R R

ma=v = {-=1, -1, -1, -1}; pv = Sum[Projection[v, FC[[i]1], {i, 3}] //FullSinplify
8 13 / }

38 18 0
11’ 117 117 11

Joutia)=

wi-j = Dot [pv -V, pv - V]

Jours: —

11

mi=jincognitas = {I, m n}; sistema = (Transpose([f].incognitas ==pv) //FullSinmplify;
Xa = Sol ve[sistemn, {I/, m n}]

oulﬂ—{{l %%, me—%, n%%}}
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[A] Adierazi sistema era bektorialean. (puntu 1)

a =(a,2a,2,2)0R*

S, - a, =(a+2,2(a+1),a,0)0R*

Z aixi = b / — 4

= a, =(La+1,1L1)0OR
b =(a,a,a,a)0R*

[B] Kalkulatu |AM | (2 puntu)
a a+2 1 «a a a+2 1 1 a a+2
20 2(a+l) a+l «a 20 2(a+l) a+l1 1
lAM| = (a+1) =q (a+1) = a7 a
2 a 1 «a 2 a 1 l|&-E-EiF24 D—q =2
2 0 1 «a 2 0 1 1 2-a -a-2
a a a 11
5 5 1 -2
=-a2-a -2 0|=-a*(2-a)i -2 0O|=-a (2—a)1 5l
2-a 2-a 0 1 2-a 0

=a’(a-2)(-a-2+2)=-a’(a-2)

[C] Sailkatu, arrazoituz, emandako sistema a[JR parametroaren balio desberdinen

arabera. (2 puntu)
Rouché-Frobenious-en teorema erabiliz ekuazio linealetako sistemaren sailkapena
heinen azterketan bilakatzen da. Kasu honetan, AM matrizea Kkarratua denez

komenigarriena |AM | =-a’ (a—2) determinantea kalkulatuz hastea da, ondoren,

determinante hau abiapuntu bezala harturik aztertu beharreko kasuak garatuz. Aztertu
beharreko kasuak ondokoak dira:

1 KASUA (DaOR-{0,2}). Nabaria da [AM|20 = h(AM)=4>h(A);
kasu honetan sistema bateraezina da.

e 2 KASUA: (a = 0) . Kasu honetan:

0 210
0 210
o= g g [P M) =B =2<n =3
2 010

Sistema homogeneoa denez bateragarri indeterminatua da.

AM

o o o [/]
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e 3 KASUA: (a’ = 2) . Kasu honetako matrizeak aztertuz:

2 4 1 2
4 6 3 -2 6 3
4 6 3 2
AM| _ = non [4]=2 2 1| = [0 2 1 = -4%£0
a=2 2 2 1 2 Zy 72,274 matrize goi-triangeluarra
2 01 0 0 1
2 0 1 2

Beraz, h(AM) =3 =h(A) =n, ondorioz, sistema bateragarri determinatua da.

[D] Sistema bateragarria den kasuetan ebatzi Gauss-Jordan metodoa erabiliz. (2.5 puntu)
« 2 KASUA (a=0). Kasu honetan:

0 210 .
0210 — - Y=
aM| = I et T e B 2 O:0R
a=0 2 010 2 0 —z)E-3E.=201 O % y:—_Z
2 010 2
« 3 KASUA (a = 2) . Kasu honetako matrizeak aztertuz:
2 0 1 2 1 0 4 1 1 0 4 1 1 0 %
2 2 11 2 ~ 12 2 1 2 ~ 0O -2 0 O ~ 10 1 0 O
E —E, Ey — E;-2E E, - 3lE,
4 6 3 2 4 6 3| 2|5-5-45(0 6 1] -2 0 6 1 -2
1 0 & 2
2 x=—z=2
~ 01 0o O ~ I, |0 |-
Ey - B5-6E, B - B =3k y=0
0o 0 1} -2 -2

[E] a =-1 kasurako sistema era hurbilduan ebatzi, Karratu Txikien Metodoa eta
ariketa honetarako egokia den espazio bektorialeko ohiko biderkadura eskalarra
erabiliz. Egindako errorea kalkulatu eta lortutako emaitza interpretatu. (2.5 puntu)

a =-1 denez sistema bateraezina da. Hau da, b =(-1,-1,-1,-1)0L(F), F
hurrengo bektore sistema izanik
F2{a =(-1-222),a, =(10,-10),a = (10,11)} . Hortaz, sistema era hurbilduan

karratu txikien metodoa aplikatuz ebatziko da:
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1. Urratsa.

Independentzia linealaren teoremaren arabera: »(F) =r(M) =3, izan ere:

-1 11

2 0 0
2 0 0 2 0
M= w |M|=2 [ 1|=- =2%0
2 o1 || o M ‘2 1‘
2 0 1
2 0 1

Ondorioz, F sistema askea da. Ariketa honetan R* espazio bektorial

euklidearrean lanean ari gara, R*-ko ohiko biderkadura eskalarra hurrengo eran
definitzen da:

4
<fa.)—}> :zxiyi /fz(x17x25x35x4)7.)_}:(y17 y27 y37 y4)DR4
i=1

Biderkadura eskalar hau erabiliz F sistema ez da sistema ortogonala.

Izan ere, Out[2]-an ikus daiteken bezalaxe biderkadura eskalarrari elkartutako
Gram-en matrizea diagonala ez baita. (MG aldagaian Gram-en matrizea
kalkulatzen da.)

2. Urratsa.

(a) Gram—Schmidt-en metodoa aplikatuz, F sistema askea abiapuntu bezala
harturik bektore sistema ortogonal bat eraikitzen da:

Borroc :{‘71'}15,-53 /-[:(BORTOG) =L(B)

— — =
Vl—ul— ces Vl” -
_ _<u2’vl>—_ — |2 —
), = U, —2z 1~ =V2||
7]
)
— _ = YU — — 12 _
Vs = Z 2 Vi ="3||‘
=

{171.} bektoreak F sistemako bektoreen edozein permutazio posible izanik.

Bektore hauen permutazio posible bat Mathematica programako kodean In|[1]
sarreran agertzen da ({h1, h2, h3} bektoreak ikusi).

(b) Azkenik, B,;,; sistema ortonormalizatzen da:

Bogron = {w,- = i} I L(Bogon) =L (Bogros) =L(B)
1<i<3

[

Mathematica programako Orthogonalize [ | funtzioak sistema hau ematen du.
Prozesu hau In[1] eta In[3] sarreretan egiten da, emaitza Out[3] irteeran
lortuz. (FO aldagaia ikusi)
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3. Urratsa.

b OR* bektorea L(F) azpiespazio bektorialaren gainean ortogonalki
proiektatzen da, proiekzio hau bakarra izanik:

Ep = proyy b = proy . b = proy

Borroc) Borrov)

Hurrengo Fourier-en baturaren bidez kalkulatzen da:

< > S~ _\_ (13 8 13 7
Z % ;@ i ( 0 'H"ﬁ"ﬁj

Proiekzio ortogonala Mathematica programako komandoko In[4] + Out[4]
sarreran eta irteeran kalkulatzen da (pv aldagaia ikusi).

4. Urratsa.

Hasierako ekuazio linealetako sisteman b OL(F) gai askearen ordez

Bp OL(F) gai askea jartzen da. Ordezkapen honek sistema bateragarria
bilakatzen du, hau da:
ﬁ:ah%zzi
i=1
S. Urratsa.
Aurreko sistema ebatziz bilatzen ari garen soluzio hurbildua lortzen dugu.

Soluzio hau Mathematica programako komandoko In[6] + Out[6] sarreran eta
irteeran kalkulatzen da, Xa aldagaian.

X, .=l x -0 X. =15 X -4
aprox 1 11’ 2 11’ 3 11

Aljebraikoki soluzioa hurrengo adierazpenak zehazten du:

=(4"4)" (4D)

aprox

6. Urratsa.

Geometrikoki ondokoa egiten ari gara:

3 [e— [e— [e— [e—
z proy,b = proy, b + proy, b + proy, b
5 — i=1

p 3 _

z proywil; = proywll; + proy%l; + proy%b

i=1
Prozesu hau hurrengoaren baliokidea da:

b, 08 =£(F) OR* /mind (b,x) = min||b - |

Ux0OS xS
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Grafikoki ondokoa dugu:

e 7. Urratsa:

Hurbilketan egindako errorea hurrengoa da:

-5l = 55,55, = 2 =0 5222 wniae

Errorea Mathematica programako komandoko In[5] + Out[5] sarreran eta
irteeran kalkulatzen da, j aldagaian.

4. ORRIA
-3 0 5
Izan bedi hurrengo matrize erreala: A= 2 y 2
-2 0 4
[A] Lortu A matrizearen balio propioak. (puntu 1)
-3-A 0 5 3.\ 5
p(A)=| 2 y-A 2 =(y-)\)E~] Y 4_)\‘:(y-)\)t@(-s-)\)m4-)\)+2[5]:
-2 0 4-A
= (y-A)[f-12+3X-4A+A? +10) = (y-A)[{A* - A-2) = (y-A) [{A +1)(A- 2)
)\l:y_’klzl
p(A)=0=p(A)=(y-A)QA+2)[{A-2)=0=1A,=-1-k, =1
)\3 =2 - k3 =1

[B] A matrizea diagonalizagarria al da y =0 denean? Erantzuna justifikatu, eta erantzuna
baiezkoa bada, P matrizea lortu. (4 puntu)

Kasu honetan, 4 matrizeak hiru balio propio desberdin ditu, hortaz, 4 matrizea
diagonalizagarria da.

A =0 -k =1
)\2=‘1—> k2:1
A=2 -k =1
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Bektore propioak lortzeko (A-)\i [I]S) [X=0 sistema balio propio bakoitzerako
kalkulatzen da.

A,=0]

Azpiespazio bektoriala: V(O) :{fc(x,y,z) OR®/ A% —[O] } OR®

-3 0 5)(x 0 =3x+5z=0
x=z=0
D)?(x,y,z)DV(O): 2 0 2|y 0| =>4 2x+2z=0 :{
yOR
-2 0 4)\z 0 -2x+4z=0
V(A =0)={x=(xy.z)OR/ x=00z=0} =£({(0,1,0)})
. /]2:—1

. Azpiespazio bektoriala: V( 1)

={7€(x,y,z)D[R3/(A+I3)’? =[O]3x3}

2 0 5)(x 0 -2x+5z=0 ==
D% (x,p.2) 0V (=1): |2 1 2| y|=|0] ={2x+y+2:=0 = ;
2 0 5)lz) 0O —2x+52=0 x=-2
14
V(A =-1)={*—(x,y,z)DR3/x=£yDz:'—1y}=L({(-5,14,-2)})
2 14 7
* | A, =2 | Azpiespazio bektoriala: V

¥(x,».z)OR?/(4-2L)% =[0], }
5

0 5 X O -5x+5z=0 zZ=X
D?c(x,y,z)DV(Z): 2 -2 2||y|=|0 2x=2y+2z= 0:{ _y
2 0 2)lz) o ~2x+22=0 Ty

V(A,=2)= { = (x,y,z)OR* / X %

y O _E} =£({(1.2.2)})

Beraz, mapa espektrala ondokoa da:

i | Ak V(A) d, =dimV ()
1o 1 V(7 =0)=£({(0,1,0)}) 1
2 -1 | 1 V(r, =-1)=£({(-5,14,-2)}) 1
3021 V(A =2)=£({(1.2,0}) 1
A matrizea antzekotasunez diagonalizagarria da. Hau da

POM,,(R)/D =P 4P

D matrizea diagonala
diagonalizazio posible bat ondorengoa da

izanik. A matrizearen



ALGEBRA

ALJEBRA
AZKEN ARIKETA A
EBAZPENA B R Ao v W,
0 51 0 0O
P=|1 14 2 D=0 -1 0
0 -2 1 0 0 2

non B :{ﬁl =(0,l,0), u, =(—5,14, —2), u, =(1,2,1)} O R’ bektore propioz osatutako

R*-ko oinarri bat den.

[C] Kalkulatu |A| eragiketarik egin gabe. Cayley—Hamilton-en teorema aplikatuz
y = -1 kasurako A" matrizea kalkulatu. (3 puntu)

Balio propioak erabiliz: |A| = A:A,4, = y-1)-(2=-2
Beste era batera: Polinomio karakteristikoa erabiliz: |A| =p(0) =-2y

Caley-Hamilton-en teorema aplikatuz:
p(A)=(-1-A)[A+1) [{A-2) = (-1-A) [fA% - A-2) =2+ 3A- A
p(A)=21+3A-A°=0

3A-A%=-2]
ALf31-A?)=-2I

2
A[E_sl-A ]zl
2
\_V__J

[D] y=-1 kasurako | A~ | -ren balioa zehaztu. (2 puntu)

_4i

47 =4 = (A )" = (2)" =




