ALGEBRA LINEAL — Primer Parcial (17 de Enero de 2014)

1.- Dadas las afirmaciones siguientes indicar si sonndaderas o falsas. Justificar
las respuestas dando un contraejemplo cuando seacesario:

a. Si Ay B son dos matrices cuadradas tales que AB(0), entonces A=(0) 6 B=(0)
b. Una matriz cuadrada A es invertible si y sélo ssu matriz transpuesta A es
invertible.

c. No existe ninguna matriz que sea a la vez simiga y antisimétrica.

d. Toda matriz antisimétrica de orden n con n impamo es invertible.

Solucion:

a) Esta afirmacion efalsa. Solo se cumple si una de las matrices, la A @las
regular, pues en tal caso, sB A?, premultiplicando en la igualdad

AB=(0) por A" = A'[AB=(0) = B=(0). Pero en general la propiedad no
es cierta, como lo prueba el siguiente contraejempl

NES IR

b) Esta afirmacion esverdadera, porque sabemos que |AJ4]Aentonces
obviamente, si A es invertible, }&), y también |4£0, es decir, la matriz 'Atambién es
invertible.

C) Para que una matriz sea simétr& A’ < a;; =g; Ui, ]. Pero para que sea

t

antisimétrica A=-A" - a,;=-a, Ui,j= la Unica opcibn es que

a; =00i,j = A=(0).Luego, la afirmacion elsa, pues existe la matriz nula.
d) Si A antisimétricaA =-A' < |A|9-A"| = C(=D"gA|,
por las propiedades de los det er min antes
siendo n el orden de la matriz. Entonces, si n ewai, se tiene
|A|l=-|A| = |AE 0= A noinvertibePor tanto, la afirmacion erdadera.

2.- Se considera el sistema lineal siguiente:

X+ y+bz=1

X+bhy+ z=1

bx+ y+ z=1
donde b es un namero real. Discutir en funcion deots valores del parametro b y
resolver, cuando sea posible, utilizando transforn@ones elementales.

Solucion:

Escribimos la matriz de los coeficientes del sisteampliada con el término
independiente y realizamos transformaciones eletende filas que transformen el
sistema en otro equivalente:



11b|1F_F 1 1 b| 1 1 1 b| 1
(Alb)=|1 b 1] 1<F2_bE1F> 0 b1 %b|] O<, P 0b1 -1 b
3 1
|

b 1 1| 1 0rb +h| 2 0 0 252 |1

Ahora estudiamos el rango de la matriz A y el dentgliada:

|[A|l=(b-DO2-b- 6 = (b- 10(t by(s 2 G- b 16H- Entonces, los
casos gue hay que distinguir son:

e b#1y b#- 2= rango(AF rango(A|b¥ ] n°de incognitas
Sistema compatibledeterminagl®  solucién Unica.
Para obtener la solucion podemos resolver el sésteéangular equivalente:
X+ y+ bz = 1
(b-Diy+ (- b)z O U feldehbebabd HLdobiy e
(2-b-K)XZ =1+0b

1 b+2-b-1 1
—1-y—blZ=1- (b+ 1 - .
X=4TY o 2™ b2 b2

=7Z=
= b+2

Lo 1-b 1
(1-b)(b+ 2) b+ 2

* Sib=1= rango(AF rango(A|by 4 n° de incognitas
Sistema compatible indeterminag®  inf initaducionesdelaforma
X+y+z=1=>x=1-y-z Oy, zOR

e Sib=-2= lamatriz triangular qued:

1 1 -2 1 1 1
0 -3 3| O|= rango(AF 2 pero rango(A|b) 3 pueselmedor-3 Q# 0
0O 0 0] 3 0 O
= Sistema Incompatible.
3
3.- Supongamos que eR® un vector v tiene componentes2 | respecto de una base
1

B= {el, €, g} . Determinar un vector u, € R®, de forma que junto con
u=¢€-—¢gyu,=e + ¢ formen una base deR® en las que el vector v tenga por

1
componentes|1].
1



Solucion:

La nueva base dR* sera

B'= {u1 =e —e,u, =e, te,u =ae +be +c e3}, siendo la matriz de

1 0 a
pasodeBaBP=|-1 1 b|.Se trata entonces de hallar a, b, c, para qoerspla:
0 1 c

Ce(V)=PLG. ¢) =

3 1 0 a >4 a

2|=|-1 1 bl =2=-HH% b= & 2,6 2, Bu,= B+ B,
1 0 1 c =% c

Ademas es linealmente independienteide u, porque el determinante de P es:
1 0

-1 1 2=-420
0 1

4.-Seaf :E 0 [ F una aplicacion lineal, siendo E y F espacios veciaes sobre

un cuerpo K de dimensiones n y m, respectivamente. Seak :{ul, u, .., un}
yV :{vl, V,, vm} bases de E y F, respectivamente. Demostrar que
asociada a f en las bases U y V existe una Unicatn®A, tal que, OxOE se
cumple: C, (f(x)) =A [T, &), donde porC, (f(x)) denotamos las coordenadas de

f(x) en la base V y porC, (x)denotamos las coordenadas de x en la base U.
Interpretar dicha matriz.

Solucion:
Sean U={u, u,, - wu} y Vv={v, v, - ,v.} bases de E y F
Xl
: . _ X
respectivamente. Si[JEentoncesx =X,u, +X,U,+---+X U, es decir,C,(x)=| .

X

n

son las coordenadas aeen la base U. Consideremos su imagkfx) 0F, que se
Y1

expresard comaf (X) =YV, +Y,v, +-+y v, , es decir,C, (f(x))= y:2 son las

m?

Ym
coordenadas déx) en la base V. Por stuna aplicacion lineal:

f(X): f(Xlul+X2uz+"'+Xnun):Xlf (U1)+X2f (U2)+'--+an (un)



Por tanto, las coordenadas @), seran iguales a las coordenadas del vector
X, f(u)+x,f(u,)+---+x,f(u,),ypor ser la aplicacion coordenada lineal, sdréen

C, (f())=xC, (fU))+xC, (fU,)+-+xC(f,) . Es decir, podemos
expresar matricialmente esta relacion en la forma:

" 1 1 1 X
y22 = Cv(f(u1)) C\,(f(uz)) Q/(f(un)) X2
Y l l : .

O abreviadamenteC,, ( f (x)) = A[C, (x). La matriz A se llama matriz d& respecto a

las bases U y V. Notese que la primera columna dsta formada por las coordenadas,
respecto a la base V, de la imagen, fpatel primer vector de la base U. La segunda
columna, esta formada por las coordenadas, respdetdase V, de la imagen, dor

del segundo vector de la base U. En general, $énja columna esta formada por las
coordenadas, respecto a la base V, de la imagem, g j-€simo vector de la base U.
Ademas, A es una matriz de ordenx n, siendo dim E = ny dim E m y es Unica
fijadas las bases U y V por la unicidad de las deoadas de cada vector respecto a una
base concreta. Del resultado anterior se deduceogas las aplicaciones lineales entre
espacios vectoriales de dimensién finita son edgmas a la multiplicacién matricial
de los vectores coordenados. Esquematicamente:

E D&—»F

xOEOO- y=f(x)OF

X, U ﬁ -y, = AX,
siendo:
X, : vector coordenado dereferido a la base U, es deci,=C, (X).

Yy, : vector coordenado dereferido a la base V , es degi, =C, (Y).

A: matriz def respecto a las bases U y V.

5.- Se consideran los subespacios vectoriales

X X
1Yy 4 _ _ Yy 4 _ _
S= . OR" / —x+y=0,t=2z y T= . OR"/ x=ay-at,z=—ay a
t t

a) Calcular la constante “a” para que S+T tenga diransion 3.



b) Con el valor de a obtenido en el apartado antesr obtener una base de
Sn T.

Solucion:

a)
y como S= Spal{( 1,1,0,p ,(0,0,1}:, una base de S éélloc) ,(0,0,1,1}).

Como

T:{(x,y,z,t)D[R"/ X=ay—- at,z=- ay :}t:>D n 2 ecuaciones cagaas= dim(TF 2 Vy
comoT ={(ay-at,y~ ay+ at,t)/y/@R} = Spdf a:, 8,0-,( a 0)h, unabase de
T esta formada por los vectore%(a,l,— a,() € a,O,a,}l, ya que son linealmente

independientes a.
Entonces, un sistema generador del subespacio s#iaesta formado por los cuatro

vectores {(1,1,0,() ,(0,0,1,1f, a,3, a)0~( a,O,z},. Para que la dimension de S+T
sea tres, solo podra haber tres vectores lineadmietependientes de entre los 4

anteriores, es decir, el rango de la matriz queetigor columnas las coordenadas de
tales vectores debe ser 3 y por tanto su deterneinkabe ser O:

Como S={ (x,y,z,t)dR* / x= y,t= %:D n 2 ecuaciones cartesiapasim(®) = 2

1 0 a 1 0 a
1 a -a
1 0 1 O 1 0 1 0
0= =<C,-C,>= =1 1 0|=< E- F>=
01 -a a 0 1-a &]1
0 -a a-
01 0 1 01 O 0
1 a -a 1
=0 1-a al|=( a)a B a=- 1 2a =
0 -a a-

Luego para el valor de a=1/2 la dimension de S+3, @& que, como puede observarse,
el rango de la matriz anterior para ese valor d&/2Zaes 3:

1 0 1/2| -1/
1 0 1] O
rangd| o 1 _1/21 1/2||7 3yS T= Spaf{ 11,000 ,(0,0,11),(1/2,1,210)} .
0 1 0 1 )]
b) Para a=1/2, se trata de hallar ahora el subespdeiseccionSn T. Sabemos

que su dimension sedim(Sn T)= dim(SH dim(T)- dmS TF 2 2 8 vy
sus ecuaciones cartesianas las obtendremos queddndon las tres ecuaciones
linealmente independientes de entre las de Sgeas

Ecuaciones S{

Ecuaciones 'E{

x=y
t=z
x =1/ 20y-1/ 20
z=-1/20y+ 1/ 21

= Sn T=Spaf( L& 1)}

X=y y=X

t=z =>4Z=—X
quedandonos con las 3 primera:

Xx=1/2k=-1/2t= x=-1t t=-x



all a'12 al3

6.- Sea V un subespacio d&, ,(R) formado por las matricesA=| 0 a, a,|,
0O 0 a;

tales quea,,, a, ,a,R. Se considera la aplicacion:

f:Vv - R
A - T A)=ayl*ay +ay
Estudiar si dicha aplicacion es norma comprobandoodos los axiomas.
Solucion:

Sabemos quena aplicacion| | : E > R*
x — |
siendo E un espacio vectorial realnesma , si verifica los siguientes axiomas:

a)|x| 20, OxU E U |x| =0« x=0
b) |AX| = [A||x|, CAOR U OxOE, dondefA| representa el valor absoluto xle
c) [x+y| <|x|+|y|l. Ox.yOE  (desigualdad triangular).

Veamos si esta aplicacion cumple los tres axiomasiares:
i) OADOV f(A) =|a,|+|a,/+h;;/=0, esto es evidente por ser suma de valores

absolutos, que son cantidades positivas.
0 0O
Si f(A) :|a11|+|a12|+|a13|=0 - 8,8, a,~0- A=/ 0 0 0= (0. Luego
0 0O
también se cumple esta propiedad.
i) ONOR y OAOV f(AR) =AH(A).
Pero f(A[A) =|A By, | +|A Cay| + [N By, =N [{] & +| af+|ay ) =\ [F(A)Luego este
axioma también se cumple.
lii) Desigualdad triangulard A,BOV f(A +B) <f(A) #(B) :
Como
a11+ bll aiZ+ blZ a1l3+ b13
A+B= O a:I.1+b11 alZ+ b.l.2 =
O O all + Q1
f(A +B) =|a11+b11|+|a12+ b121+|a13+ bll;5| a1|1+| b]]1+| ajlz+| blz+| deﬂ th?,z f(A) f(E

donde se ha tenido en cuenta que el valor abstotbién cumple qua+ H<|d+| b

Luego también se cumple esta tercera propiedashsecoentemente, esta aplicacion es
norma.



7.- SealP,(x) el espacio vectorial de los polinomios de grado meno igual que 2
con coeficientes reales. Se considera la aplicacidmeal definida como:
f:P,(X) O O Py(x)
1
P00 £(p(x) = pO+ 05 |

a) Hallar la expresion matricial de esta aplicacion etta base canénica déP,(X).
b) Obtener, sin utilizar la matriz de la aplicacion, hs ecuaciones cartesianas y
una base del subespacio Ker f, asi como del subesipam f.
c) ¢Es finyectiva? ¢ Es f sobreyectiva? Razonar lassguestas.
d) ¢Son los subespacios Ker f e Im f suplementariddustificar la respuesta.
Solucién:
a) Sea un polinomio p(x) = a+ blx+ cIX 0P, (x) =

f(p(x)) =a+ bOx+ cOX + xztﬁa+ lﬂ)lz+ (EX%): (& cy 200 % (& €*P, (x

Sabemos que la matriz de esta aplicacion tienegamnas las coordenadas en la base
canonica déP,(x) de lasméagenes por f de los vectores de dicha base azmdsto es:

A= (CB(f @) C,(f(x)) Cy(f (xz))) .Se trata de hallar estas imagenes:

1 0
F) =1+ X = G (FA)=| 0| ,F(x)= x+ R E= 2x = G (FO))=| 2| |
1 X 0
1 10 1
f(x2)=x2+x2El;—2=1+x2 — C,(f(x)=|0|=A=|0 2 0|= Matrizdef
1 10 1

Como puede observarse esta matriz coincide cornuéasg deduce al observar la
expresion dd (p(x)) = (a+ c)+ 2b0x+ (a+ c)IX, ya que las coordenadas de f(p(x)) en

at+c 1 0 1)( a

la base canonica soB; (f(p(x)))=| 2b [=| 0 2 0|01 b= AOG (p(x))Esta es,
a+c 1 0 1(c

por tanto, la expresion matricial de f(x).

b) Sabemos que
Kerf :{p(x): a+ bx+ dIX 0P, (x) /f(p(x))= (a+ c} 2% (& d*x « }x:)

+c=0
Ecuaciones cartesianasdel K%raf_(; = dim(Kerf)-3=2=1
p(x)OKerf « p(x)=-c+ c¥ = dJ(¥ — 1)= BaseKerg& %- 1.

Entonces, sabemos por el teorema fundamental deaphsaciones lineales que
dim(E) = dim(P, (x))= 3= dim(Kerf}+ dim(Imf)= & dim(Im) = dim(Imf) =2, y

como Imf :Spar{ f(),f(x),f(X } = Spal{l + % ,2xt 2)}:> una base de Imf es



{1+ X?, 2x} Por tanto, este subespacio tiene una ecuaciorsicarde que a la vista de la

forma de los polinomios (p(x)) = (a+ ¢)+ 2b0x+ (a+ cJXx= 0, es a=c. Es decir, un
polinomio p(x) = a+ bOx+ dIXO Imf- c— a= 0= Ecuacion cartesianadel.

C) Esta aplicacion no es ni inyectiva ni sobreyecth@gue segun acabamos de ver
Kerf 20, ,, e ImfzP, ().

d) Como Ker f e Im f son ambos subespaciosRJéx) , seran suplementarios si
Kerf +Imf =P,(x),siendo Kerfn Imf=Q ., Hemos visto que una base del Ker f es

x> =1y una del Im f es{1+ x2,2x} , entonces un sistema generador del subespacio

suma es{x2 -1,1+ x2,2>§, pero estos tres polinomios son linealmente indepeaiaks,

porque la matriz que tiene por columnas sus coadbis) en la base candnica
-1 10

O O 2| tiene rango 3, ya que su determinante vale 4. dueg
1 10

dim(Kerf+Imf)=3 = dim(Kerfn Imf)=0 y por tanto, Ker f e Im f si son
subespacios suplementarios.

8.- Sea f:EOF una aplicacibon cuya matriz asociada en las bases

11 2
B={e,e.e}de E y B'={e,,€,} de F es: Alz(o ) 0}. Sabiendo que la
matriz asociada a la misma aplicacion respecto a baseB :{q, e, %} de Eya
otra base U={u,, u,} de Fes:A, = 0 40 se pide:
v M2T(y2 3 g OPEE

a) Deducir la relacion de equivalencia existente &e las matricesA, y A,, y

calcular la baseU del espacioF.
b) Hallar el vector o vectores de E cuya imagen pof es el vector
v=40, +3,. ¢Es el conjunto obtenido un subespacio vectoriade E?

Justificar la respuesta.
Solucion:

a) Al cambiar de base en el espacio vectorial F,es®tiel siguiente esquema:
E (dim3 O b- Fim2)

Base B[ ﬁlEl» Base B'

P= R:(CB.T(ul) q;uz)js Matrizde pasode Ua

Base BO ﬁzﬂ» Base U



Ademas en el espacio F se cumple la siguienteidela@e coordenadas:
Cq (f(x))=RIC, (f(x)) (*).Pero como Aes la matriz asociada a f en las bases B y

B’ de E y F, respectivamente, sabemos que tamkeiénrmple:
CB' (f (X)) = Al [(DB (X) por:(*) R ECU (f(X)) N pl%mutip%ar%]o rl%rg_’ CU (f(X)) =R DAl ECB ( X) :

Pero como Aes la matriz asociada a f en las bases B y Uyl& Hespectivamente, se
tiene tambiénC, (f(x)) =A,[C,(x) =R™[A,[C,(x) =A,=R'[A,, es decir, las

matrices Ay A, verifican esta relacion de equivalenche, =R ™ [A, I .
Para calcular ahora la base={u,, u,} de F podemos usar esta relacion. Llamando a

a c
R:[ j , entonces, como A, =R™'[A, <« R[A,=A, = se debe cumplir el
b d

sistema:

@/2)c=1 = c=2

40+ 3 =1
(a cj[éo 4Cj:(1 1 3@ G 2 @a:—E,b:—l,c:Z,d:(
b d){1/2 3 1 0 2 @/2yd & d O 4 2

4(b+ 3[d= 2

d=0

= R= /4 2:>LabaseUdeFe$J— U =26 +1e u =2
172 0 ST eT %A

b) Se trata de hallar la antiimagen del veater 41, +30,, es decir, los vectores

4
de E de coordenadas i(xX;, X3) en la base B tales qué\zﬁz(sj =

X
0 4 0\ '| (4 4x,=4= x,=1 ,
X, |= - = El conjunto
1/2 3 1 3 1/20K + 3K, + X, = 3= X, =-2X,

3

obtenido esS:{(—Zx3 1,%) /gDR}. Pero este conjunto no es subespacio vectorial
de R® porque (0,0,0)DS , S no es estable para la suma, ya que si
x=(-2%,,1,%)0Sy=(-2y%,L,y)0 S pera+y=(- 2% 2y ,2,% 2)] y S

tampoco es estable para el producto por un escabmrque @ Si
X=(-2%3,1,%)0S,Ax=(-2A%x A 4 %031z I



