ALGEBRA LINEAL — Examen Final — (19 de Mayo de 2013
PRIMERA PARTE

1.- Calcular la inversa de la matrizM en funcion de los valores de, utilizando la
teoria de blogues. ¢, Qué valores de hacen a M regular?

10 1 3 5
a 1 0a O
M=0 0 1 1 3
000 21
0010 2

(1.5 puntos)

Solucion:

a) CalculamosM™ utilizando la teoria de las matrices particionad@ara ello
1 0/ 1 3 5

a 1] 0 o O] (A, A,
2x2 2x3
particionamos M en la foomM =0 o] 1 1 3= = —|. Al ser los

0 0 0o 2 1 (Al Az
00 10 2

bloques diagonales cuadrados consideramos la mtridividida en la misma forma

|
2x2 | Y2><3

X
que M, es decir:M‘lz(————r———J y calculamos estos bloques X, Y, Z, T

imponiendo queM M ™ =1 , es decir:

Au 1AL (X 1YY _(15,10)
((O)TAZJEEZ | TH(O)*; Imjj

AnX+AL,Z =1 O DHH-X =A "

ALY +A T =(0) O QrErQuQ"Y :_All-lﬂ LI =A n—lﬂ LB 2;1
A,Z=0)0 ,,Dor/l;z r%ulQ" Z=(0)

AT =1 UREHEE-T =Ay

Hallemos estos bloques:
Efectivamente Ay es regular porque su determinante es:

11 1 1
‘Azz‘zo 2 L<Fky- F1>8 _21 ) =- ¥ (; entonces, Azz‘lzﬁmzzadj  Para
calcular la adjunta empezamos trasponiefdo—
101 4 -2 - -4 2 5
Ay'=|1 2 0|=A9=| 1 -1 -1 Ay=|-1 1 1|=T1
312 -2 1 2 2 -1 -



El bloque A:; también es regular porque su determinante

a , 1 0
Jonzren o 9

A
1o 0 1 —a 1)

-1 1 adj ] 1
=120 0a= A, =— QA" =A =
1 AL

Finalmente calculamos Y:

-4 2 5
Y=-A_ A, R = 1 04t 3 41 1 1 =
11 12 22 - 1 O o O
2 -1 -2
-4 2 5
1 3 5 -3 0 2
- -1 1 1|= =Y
-0 -20 -5a o -a -3
2 -1 -2

Por tanto la matriz

10 -3 0 2
o 1] 4 o -X
M*=| o0 o] -4 2 5| que existéla
0 0 -1 1 1

0 0 2 -1 -2

2. En el espacio vectorial real de las matrices cuaddas de orden 2E, ,(R),
se consideran los subespacitby V siguientes:

U= {x =(a bjDEM([R)/A-X :X-A}
c d

=Y =)
V={y= 0E, (R)/A-Y' =Y
z t

. 11 :
siendoA = . Se pide:
1 2

a) Obtener las matrices X e Y pertenecientes a los subespacidd y V ,

es:

respectivamente. Escribir las ecuaciones paramétias de ambos subespacios, y

hallar una base deU, By, y otra base deV , By. (1.5 punjos
b) Hallar los subespacios interseccior 1V, y suma,U +V, dando una base
de cada uno asi como sus ecuaciones implicitas ygaétricas. (1.25 puntos)
C) ¢,De cuantas formas se puede descomponer una mathkI(U +V) como
suma de una matriz del subespacitJ y otra matriz del subespacid/ ? Razona la
respuesta. (0.5 puntos)
Solucién:



a b (ac b
c d |a2c B 2
= , de donde
a byl 1 ab a 2
XA = =
c d)\1 2 ctd cr 2
atc=atb=>c=b
b+d=a+2b=>d& a b
AX=XMA = Luego
at2c=c+t >k & & &

b+2d=c+2d= & b

ofee(s 2efh Beof S Jraamnlesonf(2 9

=Spar{u, u,}
y u,u, son linealmente independientes ya que la relacion
a, =0
a,, +a,,=(0) = {a,=0 . Portanto{u,,u,} es base de U.
a+a,=0

, de donde

Y‘—(X zj
t
SiY—(X yj:> Y

z (1 1) x z Xty z+t
ALY ' = =

1 2){y t X+2y z+ 2t
X=X+y=y=0

f Ut y=z+t=z+t=0=t=-z
ALY =Y - Luego
Z=X+2y=>27=X

t=x+2t=> t=-x

v:{v :C _OXJ =X [ﬁi _Olj / XD[R} :Span{i —01}: Spafiv} y v, es la

base de V.

Las ecuaciones paramétricas de U y V se obtieméento en cuenta que

., _(a b _ a b
-SiX = . d OU =Span{u, p,} = . d =a,[,+a,l =



1
K

con a, @, R son las ecuaciones paramétricas de U.

o O T
I
2 R 8

+0’2

-SiY=(X {]DV:Span{vl} :(X yj=aw1:>
VA VA

X=a
y=0 : [
con a R son las ecuaciones parametricas de V.
z=a
t=-a
al az
BOU=B=q, I, +a,ll,=
. az a1+a2
b) Si BOUnV= 0 y por tanto debe
a
BOV=B=aly, =( j
a -a
a=a,
_ 0=a, _
cumplirse que d=a :alzazza:OyB:(O) . En consecuencia, para
— Y2
a=a,+a,

X . .
( {j OUNnV las ecuaciones cartesianas s
z

— NI X
I

0

0 .

0 que también pueden
0

considerarse como ecuaciones paraméetricas.

En cuanto a U+V sabemos que U+V =Sparu, u, v} y que
dim(U+ V) = dim(U) + dim(V) - dim(Un V) = 2+1- 0= 3. Por tanto{u,,u,,v,} sera

una base de U+V y si

Xy a, ta, a,
B= OU+V=B=qg 0, +a,l,+a,[V,= =
z t a,+a, a,ta,-a,
X=a,+a,
y=a, , . L
N con a, @, a,0R seran las ecuaciones paramétricas de U+V.
z=a,+a,

t=a,+a,-a,



Como dim(U+V) =dim(E,,, (R))— n°ecuaciones cartesiamas=: U+V tiene una
Gnica ecuacion cartesiana que obtendremos opeesnids ecuaciones anteriores

y=a,=>z=y+ta,=>a,=z-y=>t=a,+t+y-z+y=2y- z+ta,=> a,= t- 2 =
=>X=t-2y+z+2z-y=t- 3y+ 22>

x+3y—-2z- t= 0 es la ecuacion cartesiana de U+V.

c) Como el subespacio vectorial U+V verifica guen V :(0) , podemos afirmar que

si MOU +V entonces M puede escribirse de forma Gnica comasienun elemento
de U mas otro de V.

3. a) Demostrar que las coordenadas de un vector ema base de un espacio
vectorial E sobre K de dimensién n son Unicas. (0.5ras)

b) Demostrar que el Nucleo de una aplicacion linéaf :EO [ F es un
subespacio vectorial del espacio vectoridt . (0.25 puntos)

c) Seaf:EOL F una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriae

Demostrar que si{ul,uz,...,up} es un conjunto de vectores linealmente
dependientes enkE, entonces{f(ul),f(uz),...,f (up)}es también un conjunto

ligado enF. (0.25 puntos)

d) Seaf :E0 [ F una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriade y F

sobre K, de dimensiones n y m, respectivamente. Si dim Ké = p, tal que

0<p<n, demostrar que p =n - dim Imf . 1 dunto)
Solucién:

a) Sea B = g, &, ..., &} una base de un espacio vectorial E sdlrg sea un
vector xeE. Supongamos que el vecterse puede expresar de dos formas como
combinacion lineal de los vectores de B:

XZ X6 + Xo€ + ... + %€, X = X181 + X,6+ ...+ X €
Restando ambas expresiones resulta:
0=(x-X;) €+ (X X;) €2+ ... + (%X, ) €n.
Ahora bien, siendo la base una familia libre sgdla que:
X1-X;= Xo- Xp= ... =%-X =0

de donde: »x=x 0 i=1,2,...,n. En consecuencia,se expresa de manera Unica, es
decir, las coordenadas X, ...,Xn del vectoix en la base B son Unicas.



b) Como sabemo&erf = {x cE/ f(x)= OF}, entonces para demostrar que es
un subespacio vectorial de E hay que demostrarequestable para la suma y para el
producto por un escalar y que el vector nulo pedera Ker f. En efecto:

i) El vector 0. OKer f yaquef(0;)=0. y por tantoKerf #{0}

i) Veamos que O x,yOKer f = x+yOKer f

Seanx,yOKer f: f(x+y)f|_eajf(x)+f(y) = 0. +0- =0 = x+ yOKer f

n xOKer f,yOKer f

iil) Veamos finalmente que x OKer f O0a 0K = a XOKer f

SeanxOKer f OaOK: f(aD<)“= Ia[lf(x) = fafEﬂ)F =0 => axOKer f .

ine: Ker

Queda asi demostrado que Kes un subespacio vectorial de E.

C) Sean{ul,uz,...,u p} un conjunto de vectores linealmente dependientes

existe una relacion de dependencia entre ellos da forma:
Og =a, U, +a,[, +..+a U, , siendo alglro; #0. Pero entonces tomando imagenes

porf y teniendo en cuenta que es una aplicacion lolgahemos:

f(0g) =0 =f(a, [l +a, U, +...+a, (L) =a,[(u) +a,d(u) +...+a H(u) con algina # 0
Queda asi probado que el conjunto de vectores {1(3(11?1), f(u,),...f (up)}es un
sistema ligado.

d) Supongamos que dim (Ker f)=p/ 0< p< = dim(E)=» una base delKer f
tendrq p vectores de la forrr{lq, &, v, q,} . Completamos esta base con (n-p)

vectores linealmente independientes hasta obtenera ubase de E:
{e, e, =+, e, &, .. ¢. Peroentonces se tiene que el subespacio inlayén

esta generado por:

Imf =Spar{ fe,), @), -, f(g). f(6.,), ... f(¢} = Spaf f(g, )... f( g}, por ser
f(e)=0 0i=1,2,--,p. Si vemos que éste es un conjunto libre, ya tamiby$ probado
quedim(Imf) =n-p = p= n- dim(Imf), es decir, el resultado que queremos demostrar.

Se construye la combinacion lineal nubg;, [ (e,.,) +b,.,d(g,,,)+-+b H(g)= QY
por ser f lineal = f(b,,[&. +b,, (&, +-+b g)=Q . Luego el vector
b,.,[&., +b,, &, +-+Db g estaen Kefy portanto sera combinacion lineal de los
vectores de la base del Kees decir:

bp+l®p+1+ bp+2[ep+2+"'+ an‘% = aiqu-l- a2D?++ apD §:>

—a e -ale----gle+ b ,0Ug,+ h,0¢,+ -+ Q= (



y como{el, - Y - e g} es una base de E, necesariamente todos los
coeficientes anteriores son nulos. En particutgr;=b,,=---=b,=0. Luego,

{f(ep+l), f(q)} es un conjunto linealmente independiente y defestaa ha quedado
probado el resultado dim(Kér) = p = n-dim(Im f).

4. SeanlP,(x) el espacio vectorial de los polinomios de grado meno igual que
3 con coeficientes reales ¥,,,(R) el espacio vectorial real de matrices cuadradas
de orden 2. Se considera la aplicacion lineal defda como:

f:Py(x) 00 E,,(R) / f(axX+ bX+ cxt d):( a  b- dj

c-b O
a) Hallar la expresion matricial de f en las bases canonicas de(x)y de
E,.».(R). (1 punto)
b) Obtener las ecuaciones implicitas del subespacio Iin (0.5 puntos)
C) Obtener una base del subespacio Kdr. (0.5 pos)d
d) ¢Esf inyectiva? ¢ Esf sobreyectiva? Razonar las respuestas. (0.25 pas}
e) Hallar la matriz asociada a f en la base de P(x) ,

B = {x3, x* 4+ X, 14X, 1} a partir de la matriz obtenida en el apartado a) B las
bases candnicas correspondientes. (0.75mas)

12
f) Hallar el polinomio p(x) tal que su imagen f( p( x)) :(1 Oj . (0.25 puntos)
Solucion:

a) La matriz asociada a f en la baBe={1, x,xz,x3} de P(x) y en la base

B':{Elz(; SJEZ:(S ;ngz((l) 3,5:[8 j} de E,,,(R) tiene por

columnas las coordenadas de las imagenes potds gmlinomios 1, x, % x°, respecto
a tal base B’. Calculamos por tanto, tales imagenes

f(1) = (8 _olj =-E,= C,.(f())= (0.~ 1,0,0)

f(x) = (Cl) 8] =E, = C,.(f(x)) =(0,0,1,0J

f(x?) :[_01 1} =E,-E,= C, (f(x*))= (0,1~ 1,0).

0

f(x?) :(; gj =E, = C,.(f(x*) = (1,0,0,0J



0 O 1
: o . -1 0 1 O

Por tanto, la matriz de la aplicacion en las basesnicas esA = 1 -1 ol
0O 0 0 O

Dado, entonces, un polinomj(x) = ax’ + bX + cx+ d, las coordenadas de su imagen
f(p) en la base usual B’ de las matrices se ohtianediante la expresién matricial

0 0 0 1
siguiente: f(p) = 10 1o
' |0 1 -1 0]b/
0 0 0 O(a

b) Sabemos qu%ff D), f(x),f(x?),f(x 3)} es un sistema generador del subespacio Im fy

se observa claramente que la mafiix®) es combinacién lineal di1) y de f(x),
mientras que{f(l), f(x),f(x3)} son las tres matrices linealmente independientasiop

1Y

obtener, entonces, su Unica ecuacion impliciteen&s en cuenta que para que una

0 -1)(0 O
que dim(Imf)=3 y una base de este subespacin{[%s: Oj’(l Oj’

0 0 0 «x
X -1 0 1
matriz y OImf el rango de la matrizran E 3=
z t 0 1 -1 z
0O 0 0 t
0 O
-1 0 . .
0o 1 =0=t. Luego, t= 0 es la Ecuacion Implicita de Ir
0O 0 0 ¢

c) Sabemos que el subespacio nucleo es:

Ker(f) ={p(x) = ax’+ bX + cx+ d/ f(p)= 0 )= Matriznulh =

a b d 0 a=0 a=0
= e +b-d=0<e<b=d ODdR >
[ ") e o
c—-b=0 c=d

Los polinomios del subespacio nucleo seran derfado
p(x)=dx* + dx+ d= dJ(+ x+ X )= Base del Kerf 4 % X

d) Esta aplicacion no es inyectiva porgkierf Z0, pero tampoco es sobreyectiva
porquelmf ZE, ,(R).



e) Para hallar la matriz de la aplicacion f en la ruevase deP,(x) ,
B = {xB, x* 4+ X, 14 X, 1} a partir de la matriz obtenida en el apartaddesmemos

en cuenta la relacion existente entre las matriteesina misma aplicacion f:.—H
cuando se cambian las bases en los espacios E y F:

P,(x) (dim 4) ob. E,.,R)(dim 4)

A
Base B={ 1,X,X §<} 0 O, Base usual B
1

Matrizde pasq B R=I

=, O O O
O+ = O
O O - BB

0
0
0
Base B={ X, R+ X,F X, ,Délﬁxﬁa Base usual

La matriz en la nueva base es:

0O 0 0 13(0 01 1 0 O
. -1 0 1 0[]0 11 0 1-1-
A =RTAP=AMP= =
1 -1 0010 0 0 1
O 0 0 0l1 0O 0 0 O
f) Se trata de hallar el polinomio

a=1 a=1
b-d 1
p(x)=ax’ + bx'+ cx+ d/f(p)=[:b 0 j=(1 ac b- & 2= ¢ b 2 BR.
c-b=1 c=1+Db

Luego todos los polinomios de la forméx) = x> + bx®+ (1+ b)x+ b- 2 O WIR son

2
los que tienen por imagen la matEl;% 0].



