ALGEBRA LINEAL — Primer Parcial (7 de Enero de 2013

PRIMER EJERCICIO

1) Consideramos la matrizA =(

cos(@) sinft)
—-sin(@) cosf )
a) Determinar, razonadamente, los valores de para los que la matriz A es

ortogonal. (0.25 puntos)
Solucién:
A serd ortogonal- A' =A™ = A [A' = . Entonces, en este caso, se debera cumplir:

(CO.SO) sint )jﬂﬁ C(.)S( )~ sl j=( ! E 0 a = Aortogonalla .
—sin(a) cosft ) | sing ) co®( 0

b) Determinar, razonadamente, los valores de para los que la matriz A es
antisimétrica. (0.25 puntos)

Solucion:

A sera antisimétrica= A =—A' . Entonces, en este caso, se debera cumplir:

(cos(a) sinfx )]_(— cogf ) sim( )

_ = _ = A sera antisimétrica para los valores
—-sin(a) cos ) - singd ) — co®(

dea que hagan 0 la diagonal principal de A, esto es:

- 0 1 0 -1
a:ilr,J_rg—n,ii[,...,iw,siendolamatrizA; oA
2 2 2 2 -1 0 1 0

C) Sea B la matriz cuyos elementos sonbijz{l2 i;jj y C una matriz
antisimétrica, determinar los valores de « para los que se cumple:
A'B+B=(B[A+B+C)' +C. (0.5 puntos)
Solucion:

Se cumplira:

A"B+B=(BA+B+C)'+C - A" B+B=A'B'+B'+C'+C O [] ] [] [1 [+

1 2
(AT+)B=A'"B'+B'=(A"+) B 'pero B :(2 J essimétricay
AortogonalJa — Oa se cumple A+ DB (A+ INB.

Es decir, la relacién que nos dan se curdple

2) Calcular razonadamente el determinante de la sigunte matriz cuadrada de
orden n:



1 n n
n 2 n ..
A=ln n 3 .. n (0.5 puntos)
n n n n
Solucion:
1 n I n 0 0 U
Cl_cn
n 2 n I 0O 2Z2n 0 .o n
CZ_Cn
Al=[n n 3 n=< > 0 0O 3n .. n =
. por sertriangular
Cn—l_cn
n n n I 0 0 0 T

=(1-n)(2- n)(3- nNIID¢ 10 € 'O D(r 2)(r DO A (OO n

SEGUNDO EJERCICIO

1) Definicion de espacio vectorial. Definicidon de sulspacio vectorial. Condicion
necesaria y suficiente de subespacio vectorial (0.75 puntos)

Solucion:

Definicion. Sea E un conjunto no vacio cuyos elementos safiseatores (x, v, z,...),

y K un cuerpo ( por ejempl® o C) cuyos elementos se denomirescalares (a, 3,
Y,...). Definimos en E dos leyes de composicion: unanategque denotaremos por (+) y
denominaremos “Suma o adicion de vectores de Btiayexterna, a la que llamaremos
“Producto de un vector por un escalar’. En estasliciones, se dice que E es un
espacio vectorial sobre K si se verifican las siguientes condiciones:

I) Para la ley interna “Suma de vectores de Epal (E,+) es un Grupo Abeliano, por
lo que cumple las propiedades siguientes:

1)OxydE X+y=y+X Conmutatividad
2)0xy,zOE xX+y)+z=x+(y+2z) Asociatividad
)UxOE OOOE/X+0=0+x=X Elemento neutro
HOxOE OF)DOE/ x+(-x)=(-x)+x=0 Elemento opuesto

II) Para la ley de composicion externa, “Productowh vector por un escalar”, que
asocia a cada escalary a cada vector de E un vector Unico, llamado producto de
a Yy X, Y que se representa pax 0 Xd, se satisfacen las siguientes propiedades:

DNOx,yOEOOaOK a (xty) = ax +ay
2)0xOEOOOBOK (a+B) x =ax + Bx
JHUxODEODDoBOK (aB) x =a (Bx)



4)0x O E, X =x (siendo 1 el elemento neutro del productden

Un espacio vectorial real es un espacio vectorial en el que los escalandsngeen al
cuerpo R de los numeros reales, y uspacio vectorial complgjo es un espacio
vectorial en el que los escalares pertenecen ghoue de los numeros complejos.

Definicion. Sea E un espacio vectorial soliKe si F es un subconjunto no vacio de E y
las operaciones que hacen a E espacio vectoriaenhtambién de F un espacio
vectorial, se dice que F es subespacio vectorial deE.

Para establecer si un subconjunto F de un espactonal E es subespacio vectorial 0
no es necesario comprobar que se cumple la sigutendicion necesaria y suficiente:

Teorema Sea E espacio vectorial solke. La condicién necesaria y suficiente para
gue un subconjunto F (no vacio) de E sea subespeciorial sobrék es que contenga
al vector nulo de E y sea estable para las oper@sisuma de vectores y producto por
un escalar; es decir:

) El vectorO O E también cumpled O F

) Oxy OF x+ty OF (= F estable parala suma).
) OxOF O 0OadK ox O F (= F estable para el producto por un escalar).

2) Sea [P,(x)el espacio real de los polinomios de grado menor igual que tres y
S:{ p(x)=alX + X+ dx+ d / p*¥ 1F }}un subespacio vectorial deP,(x) . Se
pide:

a) Hallar una base de Sy sus ecuaciones implicta (0.5 puntos)

b) Completar, razonadamente, la base de S hastateber una base deP,(x) .

(0.25 puntos)

c) Hallar las ecuaciones implicitas de S respect@ da base obtenida en el apartado
anterior. (0.25 puntos)

d) Hallar un subespacio vectorial T deP,(X) que sea suplementario de S. Escribir el

polinomio p(x) =1+ X+ x> como suma de un polinomio de Sy otro de T.(0.5 puntos)

Solucion:

a) El subespacio S esta formado por los polinomids fierma:
SZ{p(x)=aD@+ b+ cx+ d / p't 1 0 }:

p'(X)=3@m¥+ 2d0x+ c» p¥ 1F & Ba 2 |c
Ecuacion implicitadeS: 3a 2+ = & =c¢ O3tal2-b dimkS) 43l

Los polinomios de S son por tanto de la forma:
p(x)=alX + b + (2o~ Falix & a (k- 3 ¥ 6+ 2% o

3



S= Spar{ X- BIX, X+ Ex}l , siendo’x [B x/% [2 x yl1linealmemdependiente
yaque: o,0X- 3IIx}a,0X+ Zxya,0F 00 x=

o, [+ (=300, + 20, )X+ 0, +a,0¢= 00 x= a,= 0p,= Oa ,= 0=
B:{x3—35<,x2+2D<,1} = Base de S.

b) Teniendo en cuenta el teorema de la base incomplata completar la base de
S, {x3 -3, x>+ 2D<,1} , hasta obtener una baseRi¢x) , bastara afiadir un polinomio

de P,(x) que sea linealmente independiente {odr=r35<,x2+2D<,i}. Por ejemplo,

podemos afiadir el polinomio x. El conjun{t&3—3D<,x2+ 2D<,1,>} es una base de

P,(x), pues como puede observarse facilmente, la maieztiene por columnas las
0 O 0

coordenadas de tales polinomios en la base usu&(@¢, que es:

[EEN
o O O B+

1
0
0
tiene rango 4. Es decir, los 4 polinomios antes@@n libres.

C) Sabemos que la relacion existente entre las coaddsnde un mismo vectar
de un espacio vectorial en 2 bases distinta€ &%) = PLG,. « )siendo P la matriz del
cambio de base. En este caso la relacion es:

d 0 01 0Q¢(d &= b’

c -3 2 0 1]] ¢’ =-3dt 2 a’ .

= - - Sustituyendo estos valores en
b 0O 1 0 Of| Db b= c'
a 1 0 0 O a a d

la ecuacion implicita de S nos queda:

3-2b+ =0~ 3 2Z1c' Bd 2 € & 6 a'=0 Ecuacidnenlaalmase

d) Un subespacio T suplementario de S puedeTseSpar{ x} ya que, como
acabamos de ver, al ser los 4 polinomit{)x?—3D<,x2+ 2D<,1,>} , linealmente
independientes, se cumple obviamer@e: T=0_, y consecuentement8[1 T=P,(x).
Se trata ahora de buscar la Gnica descomposicigmotiromio p(x) =1+ x+ x> como

suma de un vector de S y otro de T:
1+ x+ X2 =0o, [(x° - 3K)+a, (X + 2[X)+a A+ a ,[X =
1+ x+ X2 =0, + (=30, + 200, + o, ) O+ (o ,) ¢ +(a ) O =



a 0

-300, + 200, + a4:1:>azz 1 - p(X) = (x> +2[X)+ 1- x=s+1/
a,= 1| s=(x*+2X)+10S yt=-xOT.
a

TERCER EJERCICIO

1) En el espacio vectorial V_de las matrices simétrisade orden 2 realesse
considera el subespacio vectorial F generado por:

A_11A_01 Nt 0
Tl o) 2T )Y T o -1

a) Hallar la dimension y una base del subespacio F0.5 puntos)

b) Calcular las ecuaciones cartesianas de F respede la base usual y comprobar

1 3
si la matriz (3 2) pertenece al subespacio F. (0.75 puntos)

c) Se considera la aplicacion

f:v > R
ab

A= - f(A) =la +|b| +
(b Cj (A) =|al+|bl+|c|

Estudiar si es norma. En caso de que no lo sea indr todos los axiomas que fallen.
(0.5 puntos)

Solucion:

a) Para estudiar la dimensién del subespacio F hayeus las matrices AA, y
A3z son o no libres. Estableciendo una relacion nemaie ellas:

a,+0,=0
11 01 1 0 0 o, =-0,
a, +0a, +0, = =q0,+0,=0= Uag, es
10 11 0 - 0 a,= 0,
a,-0,=0
decir, las 3 matrices son linealmente dependieptess existe una relacion nula entre
ellas: -A, +A ,+A ,=(0) = so6lo hay 2 linealmente independientes; podemos
quedarnos por ejemplo con & A,. Por tanto, el subespacio F tiene dimension 2ay un

H

11
base de él esta formada por las matrides A, : B: = {[1 Oj'



b) Como estamos considerando el espacio vectorial Msdmatrices simétricas de

orden 2, esto eN:{(a“ a”]/aileR}:Spar{[l OJ EO 1}EO 2]},quetiene
a, a, 0 01 0o

dimensién 3, el subespacio F tendrad una sola eouagrtesiana. Para obtenerla, se

a, &
A, By

formada por los vectores coordenados de las mathicédy y A, expresados respecto a
la base usual de V tiene que ser 2, es decir, deheplirse:

tiene en cuenta que para que una ma@riz( jDF, el rango de la matriz

a, 1
a, 1 1=0=4g,+ 8, @=Ecuacion cartesiana de F.
a, 0

1 3
Para comprobar si la matriE3 ZJDF' miramos si cumple esta ecuacion. Las

coordenadas de esta matriz san=1,4a,= 3,3,= 2= ¥ 2 3 © Si pertenece a

F.
C) Dada la aplicacion:

f:v - R
a b se trata de estudiar si se cumplen o no los
A =(b C] 1A =lal*bl+ld

axiomas para ser norma:

1) OADOV f(A) 20y f(A) =0 = A =0)

f (A) =|al +|b| *+|c| = 0 es evidente por ser suma de valores absolutos.

f(A) =|al+|b|+|c|=0 = a=b=c=0= A=(0). Esta propiedad si se cumple.

2) OADVy OAOR f(AB) =[A|E(A)

fATA) =|\ & +|A bl + A & = A [ﬁ|a| +|b| +|c|) . Esta propiedad también se cumple.

3) Desigualdad triangularCJA, BOV  f(A +B) <f(A) #(B)

f(A+B) =la+al+lb+b|+|c+c]<|a *lai+|bl+[bi+|c *+]c!= f(A)+ f(B), donde se
ha tenido en cuenta la desigualdad triangular gugpte el valor absoluto. Luego, este
tercer axioma también se verifica y consecuentesyéngplicacion es norma.

CUARTO EJERCICIO

X +2X,+2X,+%X,=0

yGel
2X +X, +X;+2%x,=0

1) SeaF el subespacio d®* de ecuacione%



X =A+2y
X, =A+2y
X, =2\ +y’

X, =2\ +y

subespacio deR* de ecuaciones paramétrica AYOR

Hallar una base de F y una basede FNG . (0.5 puntos)
Solucion:

El subespacio F tiene dimension 2 debido a queéesxos ecuaciones implicitas que lo
definen. Para obtener una base del mismo hacemos:

+2X,=-2X,— X
{Xl 2 3 T4 <2E1-E2> = Los vectores de F

3X, ==3%X; = X, = —X,
2X +X, = —X;—2X,

X ==2X, = 2X;— X, =X,
son de la forma{(-x,,~X; X5 X,) OX3,X,} = Base de E{ « 1,0,0,1),(0, 1,3,

pues generan F y son linealmente independientes.

Hallemos ahora el subespacio intersecdtdnG . Las ecuaciones cartesianas de G son
X=X

_ _ X =X
. X =X : X =% - . ..
claramente: = Ecuaciones defr & =%, ==X, = La dimension
X3 =Xy X =% X, = X
X =% )

de FNG es 1y una base de este subespacio esta formadaveator (-1,-1,1,1).

QUINTO EJERCICIO

1) a) Sea f un endomorfismo lineal definido en un esp® vectorial de
dimensidn finita. Demostrar que f inyectiva implicaque f también es sobreyectiva.
(0.25 puntos)

Solucion:

Sea f:EO E un endomorfismo. Segun el Teorema Fundamental ade |
aplicaciones lineales: dinE = dim Ker f + dim Im f, pero si f es inyectiva,
entonces dinkKer f =0 = dmE =dmimf = Imf=E < f es sobreyectiva.

b) Seaf:E [ - F una aplicacion lineal entre dos espacios vectored. Demostrar
que si {ul,uz,...,u p} es un conjunto de vectores linealmente independies en E y
f es inyectiva entonces{f(ul),f(uz),...,f(up)} es también un sistema libre en F.

(0.5 puntos)
Solucioén:



Sea {ul,uz,...,up} un conjunto de vectores de E linealmente indepenes.
Consideremos la combinacion lineal nula:

a, f(u)+a,f(u)+--+a f(u)=0. .
que puede escribirse, por ser lineal, corhfa,u, +a,u, +---+a u ) =0..
Luego: ayu, +a,u,+---+a,u,OKer f y por serf inyectiva, Ker f ={0.} , de donde
o,u, +o,u,+--+a u, =0.. Como los vectore@l,uz,...,up} son linealmente
independientes, entonces; =a,=---=a_ =0. Por tanto:{f(ul),f(uz),...,f(u p)} son
linealmente independientes.

c) ¢Es también necesario que la aplicacion linedl: E 0 [- F sea inyectiva para

que se conserve la dependencia lineal de vectored@stificar la respuesta.
(0.25 puntos)

Solucién:

No, ya que cualquier aplicacion lineal conservddpendencia lineal de vectores. Asi,

si el conjunto de vectoreS:{el, e, - ,%} es linealmente dependiente, entonces
el conjunto f(S):{ fe) f), - f (q)} también lo es.
En efecto, sea el conjunto de vectoBas{el, e, - ,%} linealmente dependiente,

es decir, a,e +0,e +---+0 €= Q con algin valor dex; #0 (o, JK). Tomando
imagenes pof :

f(a1e1+a2ez+"'+ap%) =f(Q)= Q=a,f(&+a,f( 9+"'+apf( 9
con algiina, #0 (o, OK). Luego, el conjuntof (S)={f @), f(e) - .f(g}
es también un sistema ligado.

2) SealP (x)el espacio vectorial de los polinomios de grado meano igual que n
con coeficientes reales. Se considera la aplicaciimeal definida como:
f:P,(x)0 5P (x)
p(x) 0 U f[p(x)] = p(x) = p'(x)
a) Estudiar la naturaleza de la aplicacion, sin hallaisu matriz. (0.5 puntos)
b) Hallar la matriz asociada a esta aplicacion en ladse canonica déP (x)

(0.5 puntos)
Solucién:

a) Kerf :{pD[Pn [T[p(X)]=p(X)—p'(x)= O[Pn} .Luego:

ay+ax+axX+.+agR—(a+2ax3.axt.+ qa”il):opn =



@-a)+(g-23) x(a-32a X+..+(a,— "'+ a™%0+0 %0 *x..+0 "xVx

3 =& N
a =23 ‘a}zo'/

a =33 =13 =0/

Va

a_=hg, =g =0

a,=0 ya

Ker f = { p(x)=0 Dx} = f es inyectiva y dado qué es un endomorfismo, como
hemos demostrado anteriormerftes también sobreyectiva. Luegb,es biyectiva.

b) Consideremos la base canonica B€x): B = {1, X, X2, ..., x”}, entonces la matriz

asociada a este endomorfismo con respecto a dadeads:
1 1 1

A{n+1)x(n+1) = Cg ( f (1)) G (f (X)) G (f & ))

i i l

1 -1
0 1
f(1)=1-0=1=C,(f(@))=| 0| ; f(x)=x-1=C,(f(x))=
0 0
0
0
0
_2 _3
F(x®=x"-2x=Cy () =] 1; f(x%=x%3x"=Cy(f(¥)) = .
0 "
0
....... .
0
n n n-1 0
f(x"=x"nx""=Cy(f(x") =
-n
1




0O 1-2 0 0
O 0 1-3 0
Luego, A= 1 de dimension (n+1)x(n+1).
-n
O 0 0 O 1

Una vez conocida la matriA, facilmente podemos comprobar el resultado del
apartado a), dado que al §&=1, rango(A)= n+1 = dimIm f = dim P,(x) =

Im f =P (x) = f es sobreyectiva y comd es un endomorfismo= f es
biyectiva.

SEXTO EJERCICIO

1) Sea f:R°0 3 P,(x) la aplicacion lineal definida por las siguientes
condiciones:
- Cada vector (0,3, b) de R* se transforman en el polinomioa- x + b- X.

- El nucleo de f es el subespacio de los vectores RBé que tienen las tres
componentes iguales.

Se pide:

a) Hallar la matriz de la aplicacién lineal en las bass candnica. (0.5 puntos)
b) Hallar una base de f(S), siendo S el subespacio d& de ecuaciones

X, =a+f
parametricas:{X, =a + 0. (0.25 puntos)
X, =«

C) Hallar, de las dos formas posibles, la matriz de laaplicacion lineal

11|11

considerando la baseB' = {|1{,|1|,|0|; en el espacio inicial y la base canonica en el
1110} 10

espacio final. (0.75 puntos)

2) Seaf:R®0 - R® el endomorfismo que respecto a las bases candnidine

1 11
asociada la matrizA = |1 a 1|. Hallar las dimensiones de los subespacios Ker f
1 1 b
e Im f segun los valores de ay b. .JR@untos)
Solucion:
1)

10



1 1
a) Kerf =4| x, D[R3 I x,0R,;=+x,001| / x,,0R;=Spa
1

1

0 0 0 0
[a,ldR} = 1+ /a,BR;:= Span, = u, =

0 1 0 1
1 0 0

Sea B=4¢=/0|,e=|1|,6=|0 la base cano6nica deR®. Entonces
0 0 1

U =Spar{e,

SeaB,; { Lv,=x\v -x}la base canodnica d, .

La matriz de la aplicacion lineal sera de la forma

T T 1
A, =|Cq (f(e)) Cg(f(e)) Cq(f(8)
! ! )

0
f(e,) =1X+0K* =x = G, (f(e))=|1
0
Comoe,,e,JS= 0
f(e,) =0X+10° =x* = G, (f(e))=|0
1
1
Ademas, |1|=¢ +e+gUKerf =f(g+ e+ g = f( g+f( p+f( )=
1 f lineal
0
=0=f(g)+x+x’=f(g)=x%x-x*= Cy (f(g) =| -1|. Consecuentemente, la
-1

matriz de la aplicacion lineal queda

11



) 1 1 0 0O

A = Csl(f(e1)) Csl(f(ez)) Csl(f(%)) =11
l l ! -1 0

b) Sabemos que dim(S)mimero de parametros =2.

X a+pf 1 1 1 1
Si xOS=x=|x, |=|a+p|=al1l|+B1|= S Spans = S =
X a 1 0 1 0

Por tanto, f(S)=Spad f§ ).f6, )
y como
0 xOR?se verifica queC, (f(x)) =A, [C4(x) = A, X al ser B la base can6nica &,

tendremos que

Co (f(s))=A =] -1
:>u5)=5pa4—i}
Ce, (f(s,))=A5,=| -1

c) _Primera forma: Directamente, sin hacer uso de la matriz de caabioase.

1 1 1
SeaB'=7e,=|1|,e,=|1]|,e,=| O la nueva base dR®. Entonces, la nueva
1 0 0

matriz asociada a la aplicacion lineal es

1 f f
=| Cg (F(e)) Cy(f(€)) Cy(f(e))
l l !

12



1 0
f(e) =f|1| = 0=C, (f(€})=| O
1 @iw 0

0

fe') =f(a+6) =f(9+( § =X X"+ =x°=Cy(f('9) {OJ
|

-1

f lineal

0
f(e) =f(g) =X -x*>=C, (f( &) {—1}

-1
0O 0 O
=A,=10 0 -1|.
0 -1 -1

Segunda forma:Haciendo uso de la matriz de cambio de base. Tesgoe

f:RRO0D00GP,

Base B[ ﬁlﬂ» BaseB

Base BUO ﬁZEL Base B
{cgl FO)=AC,0) (@)

Co (F()) =A, T ()  (2)

1 T T

AdemasC, (x) = PG, &) donde a[ Ce,') Cd') C&'F

111
11 (ya
l ! ! 1 00

que

13



1
e.=g+eg+ g=C4(8)=|1

1
1
¢,z 6+ g =Cy(e)=| 1
0
1
e, =g =>Cy(€)=|0
0

Sustituyendo esta ultima igualdad en (1), obtenesmpiesC, (f(x)) = A, [P[Cy. (X)y
comparando con (2), concluimos que

0 00V (1 11 0 O
A,=AP=|-1 1 0/J2 1 0O={ 0 O -
-1 0 1)1 0 Q0 0-1-
2) Sabemos que dim(Im f)=Rang(f)=Rang(A) ug gpor el Teorema fundamental

de las aplicaciones lineales diRi()=3=dim(Ker f)+dim(Im f).

Estudiaremos el rango de la matriz A para losrdissi valores de a 'y b.

11 a=1
Al=1 a Y=ado+rH/r & b/t BB H b H a d)tb 4) 0 O
11 b=1
. Sia# 1,b# 1tenemos que Rang(A)=3=dim(ImB>dim(Ker f)=0.
. Si
111 1
a=1bz 1= A=|1 1 1 yRang(A¥ 2 dim(Imf) pu%ls j: - #l
110D
de donde dim(Ker f)=1.
111 3
. Siazlb=1= A=| 1 a y Rang(A¥ 2 dim(lmf)pue% jz a#l
111

, de donde dim(Ker f)=1.

111
. a=1lb=1=>A=|1 1 y Rang(A¥ £ dim(Imfy dim(Kerf3
111

14



