ALGEBRA LINEAL — Examen Final - Sequnda parte (19 e Mayo de 2014)

1. Sea el producto escalar definido eR3 respecto de la base candnica
B = {e,, €5, €3} por la matriz:

3 -1 -1
G=|{-1 5 0
-1 0 1

a) Determinar el valor del parametro r para que el anglo formado por los
vectoresx ey seag tal que:

1 2r
x=<r> y=<0> yr>0 (0.25 puntos)
0 0

b) Obtener las ecuaciones cartesianas del subespacitbgonal a

X1 +x2
S = {(xl— xz),vxl,xz eER } . (05 puntOS)

0
c¢) Calcular la matriz del producto escalar respecto déa base

(]

Solucion:

a) El angulo formado por los vectores x e y sera /2 =

cos(x,y)z%llz cosfr /12 0- <xy>= 1, es decir, ambos vectores seran
X
ortogonales. Entonces, obtendremos el valor dg@oimendo que
3 -1 -1)( 20 200r
<x,y>=0=(@r,0))-1 5 O0|]. 0|= (3 K % B K 0= 20O B
-1 0 1 0 0

< r=0yr=3, perocomonosdicenquer=  r=3 eselvalorde r buscado
b) Para calcular el subespacio ortogonal Sa{ (x +X,,% = X,,0)0 %, x,00R}
comenzamos hallando una base de él. Se observaamelare que
S=Spaf (1,1,0) (x 1,py ademas ambos vector@sl,0) (1~ 1,0 son libres, por lo que
constituyen una base. Entonces, como sabemos que

S’ ={x= (X, %, , % )OR® / <x y>= 00y O S}

para calcularlo basta imponer guesea ortogonal a los dos vectores de la base de S,
esto es:

3 -1 -1\(1
0=<(X,,X,,X%;),(LL,0p= (% .%.,%x)-1 5 0. 1=
-1 0 1)(0

1
= (3K, — X, — X5, X, + 50K, ,— x;+ xs){ 1]: 0= 3Ix— X,— X7 X+ 3Ix= Txt+ L%~ X
0



3 -1 -1)(1
0=<(X;,%,,%3),(L—LOP= (%, % ,x -1 5 O0|—- 1=
-1 0 1 0

1
= (3K, — X, = X5,— X, + 50K, — X, + xs){—lJ: 0= 3Ix— X— X+ X~ GIx,= 4x- &%~ x=
0
Las ecuaciones cartesianas de S son:
20K, +4X, - x,=0
{4&1 -6X, - x,=0

C) La matriz de este producto escalar en la nueva base
2) (1) (1

B'=:/0|,|3|,1;={e',e ,e} es la que tiene por elemento genérico
1)(0)\1

G =(< e ,e' >)ij:123 . Ademas, sabemos que estéa relacionada con lé@& r@afpor la

i1
relacién de congruencia” = P OGOF, siendo P la matriz de cambio de base, es dacir, |

que tiene por columnas las coordenadas de los resctie B’ respecto a la base
canonica B:

2 0 1)(3 -1- 21 5-2- 21 9- 1
G=/1 3 0/|-1 5 0/l0 3 1=/ 0 14- 0 3 |- 1 42
11 1-1 0 1){1 O 1 4 10 2 13

2. Se consideran las matrices semejantes y D siguientes (dondea, S,y y d son
nameros reales):

a [ vy -1 0 O

A=3 -1 3| vy b=|0 -1 0

3 0 2 0O 0 2
a) Decir cuales son los autovalores deA asi como sus multiplicidades
algebraicas y geométricas. (0.5 puntos)

b) Hallar a,f,y y o teniendo en cuenta los resultados del apartado artor
(Realizar el ejercicio sin calcular la traza ni eldeterminante de la matriz

A). (1 punto)
c) Hallar una matriz regular P tal que A=P-D-P". (0.5 puntos)
Solucion:

a) D es una matriz diagonal, por lo que al ser sen®janA ambas tendran los
mismos autovalores, es decir, los autovalores deo®A, =-1doble (multiplicidad

algebraicam, =2) y A, =2simple (multiplicidad algebraicen, =1). Ademas, A es una

matriz diagonalizable, por ser semejante a la mdiggonal D, por lo que asociado al
autovalor A, =-1doble existiran dos vectores propios linealmentieprendientes, es

decir, la multiplicidad geométrica dé =-1es g =2. La multiplicidad geométrica del

autovalor simplel, =2 es, obviamentey, =1.



b) Para hallar los valores dg 3,6 y y tenemos en cuenta que:

a+l By
1, =2 < dim(V(-1))=2<~ rangq A+ )= 1= rangp 3 0 B= todos los menores
3 o0 3
0=0
de orden 2 de esta matriz deben ser Q3(3=0= =0 y que:

3Ma+1)-30/=0=a+1-y=C

a-2 0 vy
e it,=1< dim(V(2))=1< rang§ A- Z1)= 2= rango 3 - 3 2
3 0 O
|A-20F 0« 3By= 0= y= 0= sustituyendo este valorenr -pg= —=Qr=-
-1 0 O
= la matrizA=| 3 -1 3|.
3 0 2

C) Se trata de hallar finalmente los vectores proasuxiados a cada uno de los dos
autovalores, esto es:

porserrang

0 0 0
V(-1) ={x/(A+)x=0 = |3 3|Wx, |=| 0|10 L L0
3 3 0

0
V() ={x/(A-2x=0 ~| 3 -3 3 =| O Bk drlobca -
0

|

w

o o
o o
—E=—

3 X5
0
X, =0

= V(2)=Span | 1

X, =X, +X3=0 - X, =X, 1
-1 0 0

Por tanto, la matriz PD=P* (AP =« A=PODOP! esk| 0 1

1 0 1

3. Seaf un endomorfismo de R°® del que se sabe que su polinomio caracteristico

espa(¥)=(x+2)° y que:
dim Vi(-2) = dim Ker (A +21) =4 y dimVy(-2) = dim Ker (A +2I)? = 5.

Obtener la forma de Jordan J def y explicar como debe buscarse la base en la
cual el endomorfismo esta representado por la matziJ. (1 punto)



Solucion:

El endomorfismo f tiene un Unico autovalde=—2 con multiplicidad algebraica
m=6. Comodim(V,(-2))=4= van a existir sélo 4 vectores propios linealmente
independientes asociados a dicho autovalor y snaf@anonica de Jordan va a contener
4 bloques triangulares. Ademas como nos dicen qdian(V,(-2))=5= el subespacio
maximal tiene que sev,(-2) =Ker(A+2l)®, es decir,dim(V,(-2))=6=m. Entonces,
para obtener la base en la que el endomorfismorém®senta a través de la forma

canonica de Jordan, se considera esta cadenaekpaulos:
Vl(_z) U Vz(_z) U V3( _2)

i 7
0

i
i

i

U = (A+21)ug|

N O B

U, = (A+21)ug| X

s

Elegimos un vector u,0V,(-2)-V,(-2) y hacemosu,=(A+20) W,0V,(-2) y
seguidamenter, = (A +20) w0V (-2) (es vector propio Finalmente, para completar la
base se eligen otros 3 vectores propios asociadasitavalor A = —2 linealmente
independientes entre si y can: uj, Uy us. Por tanto, la base de Jordan sera
B={u,,u,u,,u,usug, yaque las imagenes por f de estos vectores son:

f(u)=Al, =2, f(u)=Al,=2W,f(u)=A =20 ,f(u)=Al =20 ,,
f(ug) =A = ur2f(uy) =AM = u:2,, es decir, la matriz

5 por seru, = (At 21ug 6por serug= (A+ 2lug
asociada a f en esta base es la forma candnicadn
2| 0 0O 0 0 O

0 -2 0 0 0 0
j={ 0 0 |-2] 0o o o,

O 0 0 |2 1 o0
o 0 0 |0-21
o 0 0 |0 0 -2




1 3 5 7

, -1 3 5 . ,

4. De la matriz A = 0 2 s se sabe que cumplé W =P'[A siendoL

-2 -6 -3 1

1 0 0O O 2 -1 3 5 0 01

-1 1 0O O 0-7 0 6 1 00

L= ,U: yP:
1/2 -1/2 1 O 0 0 7/2 15/ 0 0O
0 0 4/7 1 0O 0 0 5/7 010

Responder razonadamente a las siguiesfgreguntas:
a) ¢Cual ha sido el dltimo vector de pivotaje del pragso de eliminacion

Gaussiana con pivotaje parcial y cambio de escala? (0.25 puntos)
b) ¢Qué elemento ha sido el pivote del paso k=27 .2® puntos)
c) ¢Cuales han sido los multiplicadores del primer pag (0.25 puntos)
d) Calcular el determinante de A y la segunda columnade su inversa
utilizando la factorizacién anterior. (1.25 puntos)
Solucién:
0010 010 F:
. 1 000 0 0O F- .
a) Como la matriz P= = P = = _, que es la matriz
0 001 1 00 F

0100 0 01 F

obtenida a partir de la matriz identidad realizasdbre ellas los mismos intercambios
de filas que han sido necesarios en el procesoivitajg — el Ultimo vector de
2

. . L . - 4
pivotaje, que es el que indica tales intercambeod |g= 1

3
b) El pivote en el paso k=2 ha sido el elemeatg ya que la segunda componente

del vector de pivotaje es 4, lo que indica precesai que el pivote del paso 2 ha sido
el a,,=-7. Este valor se deduce de observar la matriz languperior U y ver que

el primer elemento de su segunda fila es -7.
C) Los multiplicadores del primer paso son los quepaaula primera columna de
la matriz triangular inferior L, esto es, son,,=-1, m,=1/2, m= (.

d) Como se cumple la factorizacidnW =P' [A, tomando determinantes en esta

igualdad:

P A =|L U] = (2™ A = |L| U] = (-1) Al =2 Eﬂ—?)[—%@?: |A|=35, donde



se ha tenido en cuenta que en el Ultimo vectorivi#gje p =

2
4 . .
1 hay tres inversiones
3

respecto del orden natural {1,2,3,4}.

Para calcular la segunda columna de la matriz savde A, basta resolver el sistema
A-x,=(0 1 0 0). Para ello,utilizamos la factorizacion de la matri? CA= LU,

entonces, multiplicando pof en el sistema queda:

0 1
P'.A-x, =P. H_19_ ce L U x =c, por lo e se trata de resolver los dos
X, = ol 1o~ X =C, p qu
0 0

sistemas triangulares siguientes:

1 0 0 Qv 1
-1 1 0 01y,

= .
-1z -1/2 1 A
0 0 4/7 Y,

por sust. progres.
__porsust.progres. |

y: =1
Y1ty =0 —y,=1

=
A/2)y,—@/2)y,+ y;= 0-y, =0
(4/7)y3+ y4:O_>y4:0
2 -1 3 5 X, 1 2%, — X, + 3%, + 5x,=1 - x=3/7
0 -7 0 6 X, _ 1 ] Porsestisors.. —7X, + 6X4=l N X2=—l/7
0 0 7/2 15/2]x, 0 (712)x+ (15/2)x= 0. x O
0 0 0 5/7)\x, 0 5/7)x,=0- x,=0
3/7
. -1/7
Lasegundacolunade la inversa de A es o |
0

5.a)Estudiar la convergencia y velocidad de convergerecde los métodos de Jacobi

4 -1 0 O
. . . _ -1 4 -1 0

y Gauss-Seidel para el sistema X =b, siendo A la matriz A = 14 -1l
0O 0 -1 4

(0.5 Puntos)



b) Calcular una aproximaciéon de la solucion del sisma A [x = por el método

0
0
0
1

mas rapido con una precision del 6%, tomando comopaoximacion inicial el
vector (0, 0, 0.07, 0.2). Trabajar con 3 digitasignificativos. (1 punto)

Solucion:

a) La matriz A del sistema es estrictamente diagonainidante, ya que
[4>-1=1;|4>- |- 1= 2] |- k|- [i= 2|;|#|- | 1Por tanto, tanto el método
iterativo de Jacobi como el de Gauss-Seidel comvergdemas la matriz A cumple las
condiciones del teorema de Stein-Rosenberg, yalapieelementos de A verifican
a;<00i#j y g >001i, entonces, al ser los dos métodos convergentedielaativa

que se va a cumplir e®<p(T;)<p(T,)<1, siendo p(T;) y p(T,) los radios

espectrales de las matrices T asociadas a los ogtbel Gauss-Seidel y de Jacobi,
respectivamente. Es decir, va a converger masadgbichétodo de Gauss-Seidel.

Se tiene ademas que la matriz A es simétricaagathial y definida positiva, ya que
como puede observarse claramente todos los memanegales de A son positivos:

4 -1 0
A1=4>0;A2=‘_41 _4J‘=15> 0A,=|-1 4 -[= 64 4 & 56 O;
0 -1 4
4 -1 0] |-1 0
A, = A = 40-1 4 -1+-1 4 -f= 456 (16 B |

desarrollando porlal2columna

0O -1 4 0 -1
Por tanto, para estas matrices se cumple la rel&ido(T,) = (o(T,))* <1= queda
probado de otra forma que para este sistema ebdmé Gauss-Seidel es mas rapido.

b) Se trata, segun acabamos de comentar, de resoblsistezna por el método de
Gauss-Seidel, cuyo algoritmo es:

1
X, == [@ sz))

4
1
k+1) — k+1) k)
X, ——[ﬁx1 + x3)
4
1

X4k+l) ::11 [ﬁl + X3k+l) )

Partiendo del vectox® =(0, 0, 0.07, 0.2 vamoshaciendo iteraciones:



k=0

xll):%Eﬂﬁ 0: x;):%1 {0+ 0.07)= 0.0175;

x31)=%EQ0.0175+ 0.2 o.o544;j8=%m @ 0.0544) 0.2

0
0.0175
0.0544
0.264

—. Primera aproximacién alasolucior" =

El porcentaje de error que se comete en este ppaser es:

X(l) _X(O)
o, =X X1
X,
max{ |0~ 0],/0.0175 0],|0.0544 0.07|,|0.264 }0.2] 0.
e, X100= {10 Ol Ll 1 19800=2984, 100- 2496 69
max{ |0,/ 0.0175],| 0.0544 |, 0.364| 0.264
k=1

x2):1m.017& 0.00438: 33):—1D(O.00438 0.0544) 0.014
g 4

x32):%Eq0.0147+ 0.264¥ 0.0697;4%):711D i 0.069¥) 0.26%
0.00438
. . . 0.0147
. Segunda aproximacionalasoluciéon X = 0.0697
0.267

El porcentaje de error que se comete en este se@aso es:

o - ”X(Z) _X(l) |L
’e' (R

max{ |0.00438 0[,|0.0147 0.0175|,|0.0697 o.o544|,|c-}.2a54})xloo_

e, Xx100=
max{ | 0.00438,]0.0147[,| 0.0687,| 0.267 |
0.0153 . . 5
= 0267 x100= 5.73%< 6% Nos quedamos cei  como aproxintaeida solucién

6) a) Definir: Elemento mejor aproximacion minimo-cuadratica de un vector f,
perteneciente a un espacio euclideo E, en un subasip H 0 E. (0.25 puntos)



b) Se trata de calcular, por el procedimiento de minims cuadrados, la
formula lineal que relaciona la fuerza F con el al@amiento x (F = a, + g [Ix)
para un muelle, del que se disponen de los siguiestdatos, en cuanto al
alargamiento x producido al cargarle con las fuerzasiguientes:

F (enKp) | 10 | 20 | 30

X (encm) | 2 | 3.5 | 6

Realizar el ejercicio de las dos formagsiientes:

b.1) Resolviendo el sistema de ecuaciones notesa (1 punto)
b.2) Utilizando polinomios ortogonales. (1 punto)
Opérese con redondeo a 2 decimales.

Solucion:

a) Sea E un espacio euclideo y sea || || la northecigla por el producto escalar

definido en E, esto efx |[F/<x x>. Sea también H un subespacio vectorial de E,
entonces, considerando un vectbflE, se define el elemento mejor aproximacion
minimo cuadrética deen H, como aquel vectarl]H que dista dé lo menos posible,
esto es, que cumplgf —u ||<{f -v ||OvO F

Puede demostrarse que si H es de dimensién fialtalemento mejor aproximacian
existe, es Unico y esta caracterizado por la canditecesaria y suficiente siguiente:

u es el elemento mejor aproximacionfden H = f —udH", siendoH" el subespacio
ortogonal a H.

b.1) Se trata de encontrar la redter a, + § [Ixque mejor se ajuste a los datos de la

tabla dada. Si el ajuste fuera exacto se trataréa rdsolver el sistema
sobredimensionado:

10=g,+ g2

20= g, + 303.5 que no tiene solucion, por lo que se resuelve esestido de los
30=g + g6

minimos cuadrados.

10 1\ (2
Se consideray =| 20 |OR® y el subespaciéi =Spar{x, x,} = Spa , 3.5. Se trata
30 1 6

de hallar el elemento =a, X, + g [X, mejor aproximacion dg en H respecto al

3
producto escalakf,g >:Z1‘i [@, , que como sabemos se obtiene imponiendo que
i=1

<y-u,X,>=0 . . .
Y ° , Sistema que conduce al sistema de ecuacionealasm

y—-ulH" = {
<y-ux,>=0



SXpiXg > <XgXy > Q| _[<YX >
SXgiXp > <X Xy > a <YX >
Calculando los productos escalares:

<X, Xy =L+ P+ P =3,<x, xl>—ZJ]>,<— 2 353 & 115

i=1
3
<X, X, >=) x?=2"+35+ 6= 5225
i=1
3

3
<Y, X >= Y Yy, [1=10+ 20+ 30= 60<y ¥, >=> xJy= 102 20 35 BD=6 2

i=1 i=1

El sistema a resolver es:

(3 ll'?[ﬁa"j ( Jhamendo;:—£5 f(a lleE j ( jcuya solucion
11.5 52.29 (& 270 0 8.2 40.2

es: a =490, 3= 122 -

F=1.22+ 4.91» es la formula lineal 6ptima en el sentido de lésimos cuadrados que
relaciona la fuerza F con el alargamiento x.

b.1) Resolvamos el mismo problema utilizando polinomatogonales. Para ello

f(xy) f(2)
identificamos cada  funciorf:[2,6] - R con el vectorf=|f(x,) |=|f(3.5)| Yy

f(x3) f(6)
consideramos como espacio vectorial E el conjuet@stos vectores con el producto

3
escalar<f,g >:Zf(xi)@(xi). En este caso el vector a aproximar es el vector

f(x,)) (10
y=|f(x,) |=|20|. Como subespacio aproximante tomanibsSpar{ 1,%. Entonces,
f(x,)) (30

se trata de ortogonalizar la base de polinonfiog} respecto al producto escalar
anterior por el procedimiento de Gram-SchmPira ello, llamamogp, (x), p, (x} a
la base ortogonal y hacemos:

* Ppy(x)=1

e p,(X)=x+0,p,(x) y elegimos a, de forma quep,(x) y p,(X) sean
ortogonales, es decir:

10



<P (X), P (X)>=0=< R (x), x40, 1R (xp=a & B (X),Rg (xXp+< B (X), ® -

3
_ TSP (X), x> _—<1,x>_ Zl | __2+35+6__ 115

i - -
3

1.
<po(x)'po (X)> <l1> Zl 3 3

i=1

-3.83 -

0

p,(x)=x-3.83

La base de polinomios ortogonales es por ta{m;ox— 3.8(} . Entonces, la recta que

mejor se ajusta a los datos (%) es :

<y, p;(X)>
e () If

F=Ao [Py (X)+A, [, (X) siendo los\ ;= F 0, es decir:

3

<yi> 2V 10420630 60
= SRE = 220
DI sy 3 3

i=1

<yp(X)> 2, [QX‘_3'83)=1OE(2— 3.83F 20(35 3.83) 30 (6 3.83) 4

TSI _Zsl(xi—3.83)2 (- 383+ (35 383 (6 3.89) 8.

= A\, =4.92.

La recta mejor aproximacion obtenida &s: 20+ 4.92{ x- 3.83= 4.92 x 1.1

11



