ALGEBRA LINEAL — Examen Final — Primer_parcial (20 de Mayo de 2013)
EJERCICIO 1

B I
1.- a) Se considera una matriz A{ ——:——j siendo B una matriz regular. Hallar
Aty A3

b) Aplicar lo obtenido en el apartado anterior paracalcular la inversa de la
matriz

1 2 10
3401
A= )
0 01 2
0O 0 3 4
(1.5 puntos)
Solucion:

a) Calculamos A™ utilizando la teoria de las matrices particionadss,decir
|

XY
consideramosA ™ dividida en la formaA™ :(E_i_?] y calculamos estos bloques X,
|

Y, Z, T imponiendo queéA [A ™ =1 , es decir:
BX+Z=10 [ [3X=B"

por

B (XIY) (I (0 BLY +T =(0) U [} [LI> Y ==(B™)?
(@)i B]EEZ' T] ( ]: BZ=(0)0 [JfLLL~ Z=(0)
BT =IO f} > T=8B"

Bl' (Bl)J

De igual forma para calcula® hacemos:

A B__[_l B__I_I B__I_I B*128B) (B |I B3I382
((O)'BJEE(O) BJ[E(O) BJ ©]B EE(O)i ] )] B

b) Particionamos A en la forma:

1 2] 10
- 3 41 01 B I L B! (B2
o o] 1 2 ((0_)_5_5] A ‘[(6)‘i*'--5:f J Se trata de
0 0 3 4

a1 .
calcular por tantdB™ == [B* siendo

B]



1 2 . (4 -2 L (-2 1
B= - |Bj=-2, B*= L B!= y
3 4 -3 1 3/2 -1/

(B_l)2_ _2 l _2 l _ 11/2 _5/
3/2 -1/2)13/2 -1/ -15/4 7/4°

-2 1| -11/2 5/2
3/2 -1/2| 15/4 -7/
A—l: ———
0 0]} -2 1
0 0] 3/2 -1/
1 21
2.Dada la matriz A=| 3 4 5|, encontrar tres matrices elementale®),,Q, y Q,
2 6 3
tales queA-Q,-Q, -Q = L, siendo L una matriz triangular inferior. (1 punto)
Solucion:

Sabemos que hacer una transformacion elemental alemmas equivale a
postmultiplicar A por la matriz elemental de colasrasociada a tal transformacion
elemental. Por tanto, se trata de pasar de A aalaztriangular inferior L haciendo
transformaciones elementales de columnas:

A1=AQ; A2=AQQ, L=AQ:Q,Qs

121 1 0 1 10 10
A=£3 4 5J<CZ_ZC1>(3 -2 5J<C3—Cl>{3 -2 %< G+C> 3-2 %= L

2 6 3 2 2 3 2 2 2 2
100 1 -2 10 1 0-
0 1 0[<C-2CG> 0 1 =Q[ 01 0 ] 01 0= Q
0 01 0 0 1 00 00
100 10
0 1 0[<G+C> 0 1 1=Q ysecumplex A-Q-Q ;Q .Enefecto:
0 01 0 01

1 2 1)(1 -2 0)(1 0 - 10 1 0 O

3 4 5|0 1 opo 1 oo 1 1=3 -2 O

2 6 30 0 1)y{0 0 1){0 O 2 2 3

3. Sea V el espacio vectorialV:{f:RDE—l»[R/f continua}. Estudiar si el

subconjunto U ={f OV / f(1) =f(0) =f(-1)} es subespacio vectorial de V.
(0.5 puntos)

Solucion:



Se trata de ver si U cumple la condicion necesarguficiente para ser subespacio
vectorial:

1) El vector nulo debe pertenecer a U, pero es ewdene la funcion nula
pertenece a U, pues como tal funcion cumple f(xyx6> f(1)=f(0)=f(-1)=0.

2) U debe ser estable para la suma, es deédif,[JU =f, +f ,[U . Veamos si
f,+f,0U. Para ello debe cumplirs@, +f,)(1) =(f,+f )(0) =(f ,+f )(-1) . Pero al ser
f,,f,0U , se tiene que:

(f, +1)@) =f (1) +FL1) =1 {0) +1 L0) =f {-1) +f {-I) =(f ,+f Y(O) =(F +f }(-D).
Luego, U es estable para la suma.

3) U debe ser estable para el producto por un escadmto es:
OANORyOfOU=AHOU. Veamos si A@OU. Para ello debe cumplirse

AD)@)=(d)(0)=(Ad)(-1) . Pero al sef U , se tiene que:
ADQ)=AFQ)=A00)=A0(-)=AH)(0)=AIF)(-1). Luego, U es estable para
el producto por un escalar.

Consecuentemente, U si es subespacio vectorial de V

EJERCICIO 2

1. Se considera el espacio vectorialE, ,(R)de las matrices cuadradas de
dimension 2x2. Demostrar que toda matriz deE,,,(R) se puede escribir de

0 3b+ ZEﬂ

otra de
20b y

forma Unica como suma de una matriz de la forma(

c-— 0
la forma ( N Oj' Realizarlo utilizando _Unicamente conceptos de espas y
c
subespacios vectoriales (2 puntos)
Solucién:
. 0 3[b+ 2 0 0
Las matrices de la form =a +b , pertenecen al
2 a 0 1 2

1 2

ya que estas dos matricesySS, son libres, pues estableciendo una relacion mifte e
ellas queda:

0 2 0 3
subespacio S d&,,,(R), S= Spar{ o= [O J ,§=[ Oj} que es de dimension 2,

0 2 0 3 0 2a+3b=0
a +b = = <2b=0 = a& b (
0 1 2 0 0 O a=0



: c-d O 10 -1
Por otro lado, las matrices de la forma =C +d , pertenecen
c+td O 10 1 0

10 -1 0
al subespacio T dg,,,(R), T :Spar‘»Jl ]’=(1 OJ : '5=[ 1 OJ} que también es de

dimensién 2, ya que estas dos matricesy TT, son libres, pues estableciendo una
relacion nula entre ellas queda:

10 -1 0 0 O cd 0
c +d = = =c=d=0
10 1 0 0 O ¢ &= 0
Entonces la propiedad que queremos demostrar serta i demostramos que
E,,,(R)=SOT, es decir, si los subespacios S y T son suplemestePara ello

tenemos que ver cuales son los subespa8ios y S+ T. Una base de S+T estara
formada por las matrices libres de entre

_(002) o (03 (10 _ (-1 5 wdiar s estas 4
Sl_[o 1}’%_[2 OJ,-II—(]- ?, 2—[ 1 3 ara estudiar sI estas

matrices son o no linealmente independientes posldarmar la matriz que tiene por
columnas las coordenadas de tales matrices ersdausaal de las matrices Hg,,(R),

0 01 -1
2 30 0 . :
gue esA = 02 1 1 . El rango de esta matriz es 4 porque su deterna@nahe:
1 00 O
0 0 1 -
01 -
2 30 0 : .
|A|:0 ) 1 1 =-[3 0 0|=62#0. Por tanto, las 4 matrices son libres y
2 1 1
1 00 O
consecuentemente,

dim(S+ T)= 4= dim(Sy dim(Ty dim(® TF 2 2 dim@® T) disa T)=0.

Es decir, se cumple lo que queriamos proBar:T= (0) y SJ T=E,,, R ). Entonces,

sabemos que toda matriz cuadrada de dimension €x2a & descomponer de forma
Unica como suma de una matriz de S mas otra de T.



2. En R®se tiene una basé :{el,g ,%} y un vector x cuyas coordenadas respecto

1
a B son| -1 |. Dado el conjunto libre S:{ g+6,et et § completarlo para
2
obtener una base B'de R® tal que las coordenadas del vectorx anterior
1
respecto aB' sean|1|. (1 punto)
1

Solucion:

La nueva base B’ dR’sera de la form®'={e +¢,,6+ ¢+ ¢ .8 g De [tk

1
Se trata de hallar los valores de a, b, c paraetiuectorx=| -1 |= ¢ — ¢+ 2¢, tenga
2
1
por coordenad en esta nueva base B'. Es decir se debe verificar:
1
e-6+2g=1et ¢} g £ o) Iae Ubtelcge)+(@a e+ (b Re+ (c
at+2=1
O porsQIasDcoolgdenadagrespe(Q) algna@asle:llﬁl’c b+ 2=-1- a=- 1’ b: - 3’ ¢ L
c+l=2

B'={e+e.6+ ¢+ g5 & 3z .
Ademas, estos tres vectores son linealmente indegpegrs, ya que el rango de la
matriz que tiene por columnas las coordenadastds &es vectores respecto a la base
B, es tres. En efecto:

11 -1 1 0 O
rango(A)=rangp 1 1- 3= rango 1 0O |2
01 1 01 1

3. Demostrar que todo vector xde un espacio vectorial E se expresa de forma
Gnica como combinacién lineal de los vectores de ahase B de E. (0.5 puntos)

Solucién:

Sea B = &y, &, ...,&} una base de un espacio vectorial E saireSupongamos que el

vector se puede expresar de dos formas como canibimlineal de los vectores de B:

I

X = X161 + X0+ ... + %6, X= X6+ X,&+ ... +X &

Restando ambas expresiones resulta:



0= (Xa-X;) &+ (Xz- X)) €2+ ... + (%X, ) €n.

Ahora bien, siendo la base una familia libre sgdla que:

dedonde xx: [0i=1,2,...,n. En consecuenciase expresa de manera unica.

A los escalares 1xx», ...,X, se les denomineoordenadas del vectorx en la base B.

EJERCICIO 3

1. Dado el endomorfismo:

f:P, OO [P,
p(x) O p'Q)x+p(0)

a) Calcular la matriz asociada a dicha aplicacion efa base B :{1, x-1,% x3} .

(0.75 puntos)
b) Calcular una base (de polinomiosde Kerf de formas distintas:
bl) Utilizando la matriz anterior
b2) Directamente (sin utilizar la matriz).

(1 punto)
c) Dado el subespacio vectorial d&,:
S={p()OP, /P (x)= P € x) DXTR}
Hallar una base de Im(S). (1 punto)

Solucion:

a) La matriz asociada a f en la baBe={1, x—1,% x3} tiene por columnas las

coordenadas de las imagenes por f de los poliromig-1, %, X°, respecto a la misma
base B. Calculamos por tanto, tales imagenes:

f=1= C, ()= (1,0,0,0)

f(x-1)=-1= C,(-1)= (-1,0,0,0)

f(x*) =2x +0= 2x. Hallamos ahora las coordenadas de este polinemi
2x=a,0+a,0x-D+a,X +a,0X = @,—-a,)+a ,x+a K +a [X =
a,-a,=0,a,=2,a,=0,a,= 0= G (2xF (2,2,0,0) .

f(x®) =6x+0= 6x. Hallamos también las coordenadas de este polnemB:
6x=a,Q+a,(x-D+a,X +a,X = @,-a,)+a,x+a [X¥ +a [ =
a,-a,=0, a,=6,a,=0,a,= 0= G (6xF (6,6,0,0) .



1 -1 2 6
. o 0O 0 2 6
Por tanto, la matriz de la aplicacion en B As: .
0O 0 00O
0O 0 00O

b.1) Sabemos qu&er(f) ={p(x)/f(p) = 0= Polinomionuld . Seap(x)JP,(x)/
1 -1 2 6/ (a) (0
0 0 2 6/llal||o
=a, 0+ g0(x 1 Ox 0% f =
p(x) =g [+ gl 1} 3 +§:>(|09:0000az 0
0 0 00la) (O

Se trata de resolver este sistema homogéneo. Corangsd de la matriz A es 2, basta
quedarse con las dos primeras ecuaciones:

{ao—aﬁ 2+ 63= ?: Ecuaciones cartesianas de Ka{ e (}:{ o 1a£
2a,+6a=0 a+ 3a= /- 3

Es decir, la dimension del Ker(f) es 2 y sus motiios son de la forma:

a,+a (x-1- 3a0%x+ al%x= ax a @B 3*x» Ker(H Spén X, % ?x

b.2) Para calcular el Ker(f) directamente considerammogolinomio p(x)JP,(x)/
p(x)=b, + b [(x+ b, + b,[0X , como p"(xF 2b+ 6411 %
f(p) =p"(M)x+ p(0)= (2 + 6 JIx b= 00 x=

b,=0 b,=0
° = Ecuaciones cartesianas del Ker&) ° = Los polinomios de
b,+3b,= 0 b, =-3b,

Ker(f) son de la forma:

b, (k= 3b, ¢ + b, (% = bOx+ bO(X - 3% )= Base deKer(®{ x% 3%

c) Hallemos una base deS={p(x)OP, /p(x)=pEx) OXIR}. Como
P(x)=by+ b Ox+ b, ¢+ bOX , p'(X)E b+ 2h0% 350% , pOd Py x>

b, + 2b, (x+ 3b,0X = h— 2% 30X O x= b= 0,y p ,p,b cualesquiete

Los polinomios de S son de la formp(x)= b, + b, [x+ b,[IX = Una base de S es
{1,x,x3}. Entonces f(S) estara generado p{dr(l),f(x),f(x3)}. Hallemos estas
imagenes: f(1)=1, f(x)=0, f(x*)=6x= f(S)= Spag 1,0,6x= Spgn 1}. Es

decir, una base de Im(S) es {1, x}, pues estos plmsomios son linealmente
independientes.

2. Sea f un endomorfismo en un espacio vectorial E ,

B, :{ul,uz ,up} una base de Kerf
BZ:{ul,uz,---,up,\/l,vz;-- ,\4} una base de E.

Demuestraque{f(vl),f(v ) f(v r)} es una base de Imf, demostrando las
propiedades en que te basas. (8.@untos)

Solucion:



Para demostrar qyg (v,),f(v,),---,f(v)} es una base de Imf hay que probar que es un

sistema generador de Imf y que son un conjuntaedkes linealmente independientes.

Empezamos probando que son un sistema generador:

Como B, :{ul,uz pr Uy Ve ,v} es una base de E, cualquier vectode E se
expresa como combinacion lineal de esos vectos&s es:

Oay,a,,...0,, BB, 8,0 Kl x=a,0u+a,0ut+ +a Juy+r SO+ vt £[B [V,
Tomando imagenes por f y teniendo en cuenta glieezs:

f(x) =a,B(uy) +a,@B(u) +..+a d(u)+B,H(\V)+L,H()+.+8 1) =

porse{ [P H}D Kerf
B O(v)+B,H(v) +..+B.HE(v ) =Imf =Span{ f(v,),f(v,),...f(v,} .
Veamos que{f(vl),f(vz), (v r)} son libres. Para ello consideramos una relaciéa nul
entre ellos:
G a(vy)+B,0(\v)+.+L0V)=0=f([4,M +8,M +.+ )=
B, +B,0V,+..+ B, 0Kerf=B,0V,+ B, +.+8 V=0

donde se ha tenido en cuenta que al Bpr:{ul,uz,--- VR VSIS ,v,} base de E y

B, :{ul,uz ,up} base de Kerf, la Unica posibilidad de que el vector
B, +6,V,+..+ [V, pertenezca aKerfes que sea el vector nulo. Teniendo en
cuenta ahora que todos estos vectores son litmesegldcion anterior implica que
B.=B,=..= B, =0, y consecuentemenfd (v,),f(v,),---,f(v )} son también libres y
por tanto, constituyen una base de Imf.



ALGEBRA LINEAL — Examen Final - Sequndo parcial (20de Mayo de 2013)
EJERCICIO 1

1. En el espacio vectorial de los polinomios de gradoenor o igual que dos se
considera el siguiente producto escalar:

<>P,xP, - R

(p.a) - <p,g>= p0 JIq0 ) p }qq )‘% pU ) ad

a) Hallar la matriz de dicho producto escalar con respcto a la base
B={e,e,6} :{1+x2,x+x2,1+x+x2}.

b) ¢Son los polinomiosl+ x> y x+Xx* ortogonales? En caso de no serlo,
obtener a partir de ellos un sistema ortogonal en@ando el método de
Gram-Schmidt.

¢) Hallar un polinomio que forme angulos iguales corols vectorese vy e, .

(1.5 puntos)
Solucion:

a) Sabemos que la matriz asociada a un producto edgatia una base B viene
dada por:

<e1’e1> < q,§> < ?, §>
G;=|<e,> <g,e> < g, e>|. Se trata de calcular estos productos escalares,

<g.,§> <€g,6> < g €>
para lo cual tenemos en cuenta que:

e=1+xX;g=2xe % 2= % X;£= 4 2x,e= 258 +14x°’x ;& '+1 B¢'=2
Por tanto:

<e,g >=<1+x*,1+ X’ >= 1EH.+£D2]2= 2,
4

<e,e >=<1+x?, x+ x2>=%E2E12= =< ¢ ,e>;

<e,g >=<1+ X1+ x+ X’ >= 1EJ]_+%DEZ= 2<e, g>,;
<e,,e >=< X+Xx*, X+ X* >=1EL+%E12D2= 2;

<e,,e >=< X+ X, 1+ X+ X* >= 1E1L+%rDZ]2: =<e, >,

<e,,e >=<1+X +Xx°,1+ x+ x* >= 1[1+ 1[11+1D2]2: 3
4



La matriz que nos piden e§; =

N DN
N NP

2
2|
3

b) Hemos visto que<e,,e, >=<1+ x*,x+ x* >=1# 0= Tales polinomios no son
ortogonales. Los vamos a ortogonalizar por el neétdd Gram-Schmidt. Para ello,
elegimos{w,,w,} /

ew, =g, =1+ X2
W, =€, +0y (W /< Wy, Wy>=0=< Wy, e,+oy W >=< w; e>+oy[X wy, wp
_T<w.8>_-<6,6>_ -1 1

oy = —aW2:e2——1q:x+x2——1(1+x2):—15<2+x—_
<W;,W; > <e,e> 2 2 2 2 2

El conjunto ortogonal e%H x? % x* + x——;} :

C) Un polinomio p formara angulos iguales ceny e si el coseno del angulo
entre p ye, es el mismo que el coseno del angulo entre g.)Entonces, como se

define: cosky)=—Y”  se tata de hallar un polinomio
X 1Ay |

/<p,1+x2> _ <p,x+ X > |

IplBNE % I |l [ *x

lle FIIE X 11\/_% ILe=I| |#x *x, la igualdad anterior se cumple siempre que:

p(x) =g, + g Ox+ g 0Ox Pero como se tiene que:

<p,1+ X >=<p,x+ ¥ >. Usando la definicion del producto escalar, al ser

<p,1+x2>:aOE11+ED2qu a+t a
p'(x)=a+2a0x p'(XF 2a= 3 =
<p,x+x2>:aiEJl+ZD2qD2: a+ a

a,+a=a+a- 3= all a= Cualquier polinomiop¢), a+(l +x),[& X , 3

forma angulos iguales can vy e .

2. SeanA,B € E,,,(R), %; # 0,X, # 0. Justificar si son verdaderas o falsas
las siguientes afirmaciones:
a) SiAx; = Ax; y Bx; = ux,, entoncesid+ u es valor propio de
A+B.
b) SiAx; = 4x; y Bx; =u x4, entonces x; no es un vector propio
de A B.
c) SiAxy = Ax1 Yy Ax, = ux,, entoncesx; + X, €s un vector propio
asociado at + u respecto de A.
(0.75 puntos)

Solucion:

10



a) Veamos lo que valéA +B) X1= A X1+BX1= X1+ ,u;<1: A +,u)>2 1= La
afirmacion everdadera
b) Veamos lo que vale

(AB) X1 = A (B )21) =A unzl = ulA X1= U 521:(/1 7)) [X 1= La afirmacién edalsa,
porque acabamos de probar quig: es autovalor de AB, sienda. su vector propio
asociado.

C) Veamos lo que valé\(;<1+ ;(z) = A Xi+A X2 = A X1+ /,1;(2, pero esto no significa
queAl + u sea autovalor de A, luegi, afirmaciéon esalsa.

EJERCICIO 2

1. Sea A=

(I SN
N B O
r O O

a) Obtener J, la forma reducida de Jordan de la mata anterior vy la
correspondiente base de Jordan. 1 gunto)

b) Si A representa la matriz de un endomorfismo f, dewstrar que
efectivamente la matriz asociada a f en la base derdan calculada en el apartado
anterior es la matriz J obtenida. F(untos)

Solucion:

a)b) Al ser A una matriz triangular inferior sus autawals son los elementos de la
diagonal principal, es decir, A tiene por autovaloe1 con multiplicidad algebraica
m= 3. Se trata de hallar su subespacio propio sporaliente:

V,(1) ={x/(A-1)x =0} definido por las ecuaciones:

0 0 O\(v, 0 v =0
— 17 — —
1 0 0w, |=|0 Hgorgrgg@_q:p-»{vﬁzvzzocvl—O,v2—0:>
1 2 0O)\v, 0
0
V,(1)=Span| O}= dmY (1F ¥ Fm
1

Dado quedimV,(1) =1< 3= multiplicidad algebraica del=1, esto implica que no
existe una base de vectores propios, y consecuentemA no es diagonalizable.
Entonces, calculamos una base de vectores proprsraizados, tal que la matriz
asociada al endomorfismo correspondiente a la matren esa base, sea la forma
canonica de Jordan, es decir, la matriz trianggdarejante a A mas sencilla posible.

11



Para ello calculamo¥, (1) ={x/ (A-1)*x =0}

2

0 0 0 (v 0 00 A 0
1 0 0| fv,|={0/=]|0 0 O0v,|= 00 HHH-vw= 0>
1 2 0 (v 0 2 0 0\y 0
0)(0
V,(1) =Span| 1| = dmy F 2 3m
0)(1

Este subespacio aun no es el maximal. Por tankaylamos V,(1) ={x/ (A-1)°x =0}

Pero (A-1)°=(0) = dim V,(1) =3, luego V,(1) =R® es el subespacio maximal asociado
aAd=1.

Para formar la base de Jordan hacemos lo siguiente:

1
Elegimos un vector wu,0V,@1)-V,1), por ejemplo u,=/0| , y obtenemosu,
0
0 0 01 0
haciendo: u,=(A-lju,=[1 0 0|00|=|1|0V,(1). Este vector ya perteneceval)
1 2 010 1
porque (A -1)%u, =(A -I) *u, =0.
0 0 0)(0 0
A continuacion hacemosi, =(A-l)u,=|1 0 0|01|=| 0|0V,(1). Este vector ya
1 2 0)\1 2
pertenece &/,(1) porque(A -1)u, =(A -1)*u, =0
0)(0) (1
Entonces, considerando la beBg=4| 0|,/ 1|, O|;, ésta es ya la base de Jordan. En
2)11)\0

efecto, si consideramos el endomorfismo f asocéatdomatriz A, las imagenes por f de
estos vectores; U, , Uz de la base Bson :

f(u) =Au,=u, Yyaqueu, 0OV,1)

f(u,) =Au = u,+u
( 2) 2porseru1:(A—I)12 1 2

f(uy) =Au = u,+u
( 3) 3porseru2= (A= s 2 3

12



110
Por lo que la matriz asociada a f en esta bas@¢=e) 1 1|.La matriz de cambio de

0 01
0 01
basees P=| 0 1 0|, cumpliéndosel= P' AP~ R1F¥ AJF
2 10
2. Dado el sistema:
10x, - X, =9
=X +10x, - 2%, =7
-2x,+10x, = 5

a) Considerando los métodos iterativos de Jacobi ysauss-Seidel, ¢Cual
recomendarias en funcion de sus cualidades de coryencia y velocidad de
convergencia para resolverlo y por qué?. (0.5 puntos)

b) Utilizando el método iterativo mas adecuado, rdaar dos iteraciones partiendo
del x® =(000) como vector de aproximacion inicial y calcular eerror cometido

(%). Operar con 4 digitos significativos (1 punto)
Solucién:
10 -1 O
a) La matriz A del sistema e&=|—1 10 —2| y es estrictamente diagonal
0 -2 10

dominante, ya queld>|-1+|Q=1; 10>~ [t| p= 3} 16|~ [2| |& 2por tanto,
tanto el método iterativo de Jacobi como el de &&8esdel convergen. Ademas la
matriz A cumple las condiciones del teorema denSReisenberg, ya que los elementos
de A verificang; <00 i# j y g > 00, entonces, al ser los dos métodos convergentes,

la alternativa que se va a cumplir @ p(T;) < p(T,) <1, siendo p(T;) y o(T,)los

radios espectrales de las matrices T asociadas aétodos de Gauss-Seidel y de
Jacobi, respectivamente. Es decir, va a converger mapido el método de Gauss-
Seidel.

b) Se trata, segun acabamos de comentar de resols&tarha por el método de
Gauss-Seidel, cuyo algoritmo es:

X1k+l) = %)(9 + sz) )
X2k+1) — %(7 + X1k+1) + 2X3k)) para k= 0,1,2,.
kD = i(5 + 2%, )

710 i

13



Partiendo del vectox® = (00 0f hacemos dos iteraciones:

k=0
x11>:i[9=0.9; x;):itm 0.9F 0.79; 3%):—15(5 0.79 0.6
10 10 10
0.9
. Primera aproximacion alasolucior” = 0.7
0.658
k=1

xf>=%m9+o.79): 0.979; ;2):1—105(% 0.979 2 0.658) 0.9295;

0.979

X, = %Eﬂ5+ 2[0.9295F 0.6859. Segunda aproximacionalasolucion X =| 0.9295
0.6859

Elporcentajede error :
max{|0.979 0.9],]0.9295 0.79],]0.6859 O.}S?(%J)O_O.BQS

e, X100= x100= 14.259
max{ |0.979],]0.9295|,] 0.6859 | 0.979
EJERCICIO 3
1. a) Muestre todos los pasos intermedios, esto ess lmultiplicadores, los

factores de escala y el vector de pivotaje al apticel método de Gauss con cambio
de escala y pivotaje parcial en la siguiente matriz

1 -5 1
A=|10 0 20
5 0 -

(1 punto)

b) Use la informacién del apartado anterior para enontrar las matrices P, Ly U
correspondientes al método e identificar la igualdhque se crea a partir de ellas.

(0.75 puntos)
c¢) Utilizando los datos anteriores, calcularl@leterminante de A.  (0.25 puntos)

d) Utilizando los datos obtenidos, resolver el sistna: A-x =(—13 20 10)
(0.75puntos)

Solucion:
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a) Se trata de transformar la matriz A en una triassagsuperior empleando el
método de pivotaje parcial y cambio de escala. Blwase comienzan calculando los
factores de escala, esto es:

s=max|g, ¥ mak [1F 5} Srs_may|= | fnax |10120) = 20
s=max|a; ¥ mak |5].|0f|}¢ 5

I1<j<n

1
Inicializamos el vector de pivotaje con valorgs=| 2| y vamos realizando las
3

siguientes etapas:

k=1: Buscamos el elemento de maximo valor absolutoaecoolumna 1 como si la

matriz se hubiera escalado, es decir, buscamos

max A max{
i>1 g

la, | la, | Ia}l

I s 3

5720 S

Luego, el pivote sera el elemendg, =5 y deberiamos intercambiar las filas 1 y 3 entre

si. En lugar de eso, intercambiamos los valores3ley p, obteniendo que el nuevo

3) (P F3
vector de pivotaje ep=| 2 |=| p, e F2| . Las transformaciones a realizar en
~ raen deftila:
1) \ps
este paso seran:
k=1

1 -5 1)/m,=1/5;F @/5)F3\( 0 -5 6/
A=10 0 20|( m,=10/5 2;F2 2F3 0 0 2

5 0 -1 [§ 0 -1

k=2: Buscamos el elemento de méximo valor absolutoaeoolumna 2 como si la
matriz se hubiera escalado al inicio. Ademas, lnestas este pivote de entre las filas 2
y 1, puesto que de la fila 3 ya hemos extraidoiebtp en el paso anterior. Esto

significa que buscamos
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El pivote sera el elementa, ,=a ,=- 5. Por tanto, deberiamos intercambiar las filas

p,= 2y p,=1 entre si. Pero en lugar de hacer esto, intercanasidos valores e,

3) (P F3
obteniendo que el nuevo vector de pivotajep 1= p e F1| . La matriz
2) \p; F2

obtenida ya es triangular superior reordenandajarseste vector, por lo que no hay

gue hacer transformaciones en este paso ya qudtglicador es O:

0 [-5 6/5 0 [-5% 6/

0 0 22((m,=0] 0 0 22(=U

5 o -1 [ 0 -1

Reordenando esta matriz segun los valores obtemidas Ultimo vector de pivotaje,

tenemos que la matriz triangular superior que defiel algoritmo es:

5 0 -1
U=l0 -5 6/5|.
0 0 22

b) Como consecuencia del algoritmo de eliminacién sjans la matriz A

3 5 0 -1
reordenada segun el dltimo vector de pivotza' 1|, esdecirrA'={1 -5 1]se
2 10 0 20

factoriza como productoA” =L [ siendo la matriz triangular superior U que

acabamos de obtener y L la matriz triangular ioferi

1 0 0 (1 O O 1 O

L=m,, 1 O|=fm, 1 0= 1/5 1 (@,esdecir
mp3,1 mp3,2 1 m2,1 m2,2 1 2 0
5 0 -1 1 0 5 0 -1
A'={1 -5 1|=|1/5 1 0[]0 -5 6/5. PeroA"=P' [A, siendo P
10 0 20 2 0 0O 0 2

la matriz elemental asociada a los intercambioflake (F3, F1, F2) correspondientes al

ultimo vector de pivotaje, esto es, obtenida aipédg la matriz identidad, haciéndole
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1 0O F 00
tales intercambios de filas0 1 O|<({Fl>| 1 O = P. Pero esta matriz es la
0 0 1 F 0 1
010
matriz traspuesta deP:(epl e, %3):(g e =0 0 1. Es decir, la
1 0O
factorizacion obtenida es :
01 0(1 -5 1 1 0 5 0 -
PA=LJ - |0 O 1|/[010 0 20=| 1/5 1 0- 5 6/L
1 00 5 0 - 2 0 O 0 2

C) Tomando determinantes en la igualdad anterior:
|PCA =|L U] (=)™ A = |L| U] < (1) *JA| =1 {-5)22= | A=~ 550
d) Para resolver el sistema-x = (—13 20 10), utilizamos la factorizacion de la

matriz que acabamos de obtenBf:CA= LU, entonces, multiplicando por Bn el

—13 0O 0 -1 1
sistema quedaP'-A.-x=P.| 20|=|{1 0 0| 20=|- 1 L U x=, por lo
10 0 1 1 2

que se trata de resolver los dos sistema triarggikguientes:

1 0 0fy, 10 y, =10
U-x=y, L.y=c=|1/5 1 0| y|=|- 13—==0=0 1/5 y+ y=— 13+ y=— 1
2 0 11y, 2 2y, + Y;=20—y;=0
5 0 -1)(x, 10 5%, —X,=10 - X =2 2
0 -5 6/5|0 x |=|- 150 ¥Fer, (- 5x + 6/5x=- 15 x= 3>Soluciorg 3
0 0 22)(x, 0 X;=0 0
2. Considérense los datos de la tabla siguiente:
a D
Distancia media desde el salPeriodo de Revolucion
Planeta | (en Unidades Astrondmicas) (en Afos Tierra)
Mercurio 0.39 0.24
Tierra 1 1
Jupiter 5.20 11.8
Urano 19.2 84.0
Pluton 39.5 248
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Ajustar una funcién potencial de la formaD =k [&" a estos datos utilizando
la técnica de minimos cuadrados. Plantear el errominimo-cuadratico
cometido en la aproximacion. Operar con redondeo a3 digitos
significativos. (2 puntos)

Solucion:

Como nos piden buscar una curva de la forma:

D=k@" O [1- Log(D)= Log(k)+ bdLog(a. Por tanto, Ilamando
ngd(goggmgn 0S

Log(k)=B y b= xse tiene ya una relacion lineal:

z=B+A[x siendo A= Log(a), = Log(D . Por tanto, se trata de hallar la recta que
mejor se ajusta a los datflsog(a ), Log(D ))

Ai:Log(a)|-O.949 0 165295 3.68

zi=Log(Di)|-1.42 02.48 4.43 551

Se trataria de resolver el sistema sobredimensionad

-1.42= B- 0.9491X
0 =B+ 0k
2.48 = B+ 1.651x ; que no tiene solucidn, por lo que se resuelve esemido de los
4.43= B+ 2.951x
5.51= B+ 3.681x

minimos cuadrados.

Se considera:

~1.42 1) (-0.949
0 1 0
z=| 2.48|0R° y el subespacidd =Spar{x, x,} = Span 1|, 1.65;. Se trata
4.43 1 2.95
5.51 1 3.68

de hallar el elementa =B[X,+xX; mejor aproximacion de en H respecto al

4
producto escalakf,g >:Zf(xi)@(xi), gue como sabemos se obtiene imponiendo
i=1

quez-udH' < hay que resolver el sistema de ecuaciones normales:

<X, Xg> <Xp,X >\ [(B) (<Z,%,>
<XprX; > <X, X > ) (X <Z,X% >
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Calculando los productos escalares:

<Xg X >=L +LP+TP+ P+ F=5<x,x,>-0949 & 166 295 3.68 7.
<X, X, >=(-0.949f + G+ 1.65+ 2.95+ 3.68 25.9

<Z,X,>=-1.42+ O+ 248 4.43 551 11.0,

<z,x >=(-1.42)0-0.949% 6 2.481.65 4.4B 2.95 551 368 38.8

El sistema a resolver es:

5 7.33)(B) (1L .
= Cuya solucion es:
(7.33 25.4% xj (383

x=1.5,B=0.001- z 0.00t 15 Al [0 0L

shaciendo

Log(D) = 0.00%+ 1.5]Log(all ] [0 [] [1 1. D =€ [a°=1.000d"°.

tomando expone

Esta es la

relacion obtenida.

El error minimo cuadratico cometido es:

emin.cuad.=”~zi_ Z(.A)H:\/i[ LOg(D)_ (000'}- 13 Log(a]i) Siendo IOSLOg(D|) y

los Log(a )los que aparecen en la segunda tabla.

19



